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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

c) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación.4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

Ml Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 


Objetivos 


El principal objetivo de esta unidad es introducir y definir el 
concepto de integral definida. 


Después de trabajar esta unidad, usted debe ser capaz de: 


(i) explicar lo que significa integral definida; 
(ii) evaluar la integral definida de funciones de la forma 


x— ax? + bx9+ cx" (xeR) 


donde a, b y c son números reales y p, q y r también son 
números reales pero ninguno de ellos es igual a — 1; 

(111) estimar el valor de la integral definida correspondiente a 
una función tabulada; 

(iv) determinar las cotas superior e inferior del error de esta 
estimación, incluyendo los efectos de los errores de los 
valores tabulados; 

(v) estimar el valor de la integral definida de una función me- 
diante el uso de la regla de los trapecios; 

(vi) estimar el número de pasos (y la longitud de los interva- 
los) requeridos para obtener una exactitud dada, usando 
esta regla; 

(vii) estimar el número de cifras decimales requeridas en los va- 
lores tabulados para conseguir esa exactitud; 

(viii) calcular el promedio de una función sobre un intervalo 
dado; 

(ix) calcular el volumen de revolución de una curva dada; 

(x) calcular la distancia recorrida por un cuerpo en un tiempo 
dado, cuando se tiene la velocidad como una función del 
tiempo; 

(xi) trascribir la notación tradicional de Leibniz para integra- 
les definidas a la notación funcional usada en este curso, 
y viceversa. 
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Glosario 
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ERROR ABSOLUTO 


EXTREMOS DE UNA 
INTEGRAL DEFINIDA 


FIGURA 
RECTILINEA 


INTEGRAL DEFINIDA 


INTEGRAR 


LONGITUD DE UN 
INTERVALO 
ORDENADA 


PROMEDIO 


REGLA DE LOS 
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vi 


El área de un rectángulo es base X altura. 
El área de un triángulo rectángulo es 3 X ba- 
se X altura. 

El área de una figura rectilínea se puede de- 
ducir de estas definiciones. 


El área bajo la gráfica de f entre a y b es el 
límite de la sucesión definida por 


n= [If (a)| +|f(a +h) +--+1f(a+ (n— 13h)!). 


ba . UE 4 
donde h= . si este límite existe. 


El número B es una cota superior de un con- 
junto de números S si s < B para todo 
elemento s E S. El número b es una cota 
inferior de un conjunto de números S si 
s > b para todo s ES. 


Un conjunto está acotado si tiene cotas su- 
perior e inferior. 


La cota de error absoluto en la medición es 
el valor máximo posible de la magnitud del 
error absoluto. 


El error absoluto en una medición x es la di- 
ferencia x — X entre el número medido x y 
el número exacto X. 


Los extremos de la integral definida de una 
función f sobre el intervalo [a, b] son 
a y b. El extremo superior es b, y el extremo 
inferior es a. 


Una figura rectilínea es una figura limitada 
por segmentos de rectas. 


La integral definida de una función f entre 
a y b es el límite de la sucesión definida por 
S, = fla) + fla + h)+---+fla + (n— 1h] 


ddr E 


,si este límite existe. 


Integrar es evaluar una integral definida. 


La longitud del intervalo [a, b] es b — a. 


La ordenada de un punto en el plano carte- 
siano es la coordenada y del punto. 


El promedio de f(x) sobre el intervalo [a, b] 


es H, donde A úl 
b-= E 


La regla de los trapecios es una aproxima- 
ción de la integral definida de f entre a y b 
dada por la fórmula 


de e 


24 


27 


27 


25 
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REGLA DE SIMPSON 


SUBINTERVALO 


TRAPECIO 


VOLUMEN DE 
REVOLUCION 


bo oh 
| r=300 +2. e AA 


donde el intervalo [a, b] se ha dividido 
en n subintervalos y Yo, Y1,-.-, Yn son las 
ordenadas de los extremos de estos subinter- 
valos. 


La regla de Simpson es una aplicación de la 
integral definida de f entre a y b dada por 
la fórmula 


O > 
[1 =300 +4 E 


donde el intervalo [a, b] se ha dividido 
en n (n par) subintervalos Y Yo, Y1,---, Yn 
son las ordenadas de los extremos de estos 
subintervalos. 


Un subintervalo de [a, b] es un intervalo 
[c, d] donde a<c<d< b. 


Un trapecio es una figura que tiene cuatro 
lados rectos, dos de los cuales son paralelos. 


Un volumen de revolución es el volumen de 
un sólido limitado por una superficie genera- 
da por la rotación de la gráfica de una fun- 
ción f en un intervalo [a, b] alrededor 
del eje x. 
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Página 
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25 
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Notación 


Los símbolos se presentan en el orden en que aparecen en el 
texto. 


e, El error absoluto en la medición de x. 

E La cota de error absoluto. 

as La suma de las áreas de n rectángulos. Esta suma 
estima una área buscada que es menor que el área 
requerida. 

q La sucesión a;, a), az,... 

7 La suma de las áreas de n rectángulos. Esta su- 
ma estima una área que es mayor que el área re- 
querida. 

A La sucesión A;,, Az, Az,... 

A El límite común de 4 y 4. 

h La longitud de un subintervalo de [a, b] cuan- 


do [a, b] se divide en n subintervalos iguales. 


Esto es, 
h= as (ne Z*) 
- 8 
S,, La suma h[f(a) + fla + h) +--- + fla + [n — 1)h)). 
fs La integral definida de f en [a, b]. 
Bibliografía 


Mencionaremos a continuación dos libros que presentan la inte- 
gración antes de la diferenciación. El enfoque de la integral de- 
finida en ambos es más riguroso que el enfoque que se le da en 
nuestro curso, y sería una lectura útil para los que desean pro- 
fundizar en este tema. Sin embargo, no se sorprenda si los en- 
cuentra un poco difíciles. 

T. M. Apostol, Calculus Vol. 1 (Blaisdell 1967). Véase la Parte 1 
de la Introducción y también la Sección 1. 

(Si va a consultar la edición de 1961, hágalo en el capítulo 1, en 
especial en la Parte II junto con las ideas introductorias de la 
Parte 1) 

B. Hunt, Calculus and Linear Algebra (W. H. Freeman 1967). 
Véase capítulos 8 y 9. 
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9.0 INTRODUCCION 


La integral definida es un concepto matemático que surgió del 
problema de la determinación de áreas. Este problema se une a 
dos ideas desarrolladas en unidades anteriores —las desigualda- 
des y los límites— para producir una formulación matemática 
del significado de área. De ahí obtenemos el concepto de inte- 
gral definida, que tiene, además, otras muchas aplicaciones. 


Si ha estudiado antes la integración, así como la diferenciación 
que aparece más adelante en nuestro curso, se preguntará por 
qué introducimos primero la integración. Es perfectamente po- 
sible introducir esos conceptos en este orden o en el opuesto, y 
en cada caso ser lógicamente consistente. De hecho, se introdu- 
cirá la integración y la derivación independientemente, para 
destacar que cada concepto tiene su propia importancia mate- 
mática. En una unidad posterior se establecerá la relación entre 
esos dos conceptos mediante el teorema fundamental del cálcu- 
lo. Comenzamos con la integral definida porque históricamente 
las ideas básicas de la integración se conocieron mucho antes 
que las de la derivación, aunque el tratamiento riguroso de la 
integral demoró muchos siglos. 


Si usted está familiarizado con el cálculo, podrá maravillarse del 
uso de la notación que empleamos aquí y en otras unidades que 
tratan de integración y derivación. Esta notación es diferente 
de la notación clásica que usted conoce y que se utiliza en la ma- 
yor parte de los libros. (De hecho, encontrará que ya hay un gran 
número de libros recientes que emplean la misma notación que 
nosotros.) Hay varias razones para este cambio de notación. La 
notación que usamos es consistente con el enfoque básico que 
damos a la matemática a través del concepto de función. Ade- 
más, queremos evitar algunas de las dificultades matemáticas 
experimentadas por muchos estudiantes, que, en parte, se pueden 
deber a la notación tradicional. Si usted se inicia aquí en esta 
materia, no tendrá ninguna dificultad por causa de la notación. 
Si ha estudiado cálculo anteriormente, le sugerimos que comien- 
ce tranquilamente: la nueva notación le permitirá concentrarse 
en los principios (en vez de la técnica) a causa de su novedad. 
Una vez que domine los principios básicos, no hay objeción a 
que use la notación tradicional: la conversión de una notación 
a la otra no tiene dificultades. 


La historia del problema de encontrar áreas es de las más inte- 
resantes. En los antiguos tiempos de Babilonia se creía que las 
áreas de las figuras planas dependían de los perímetros. (Si hu- 
biera sido un representante de bienes raíces en Babilonia, ¿có- 
mo aprovecharía esa creencia, para lograr la mayor ganancia po- 
sible en la compra y venta de tierras?) 


Sin embargo, los métodos correctos para encontrar las áreas de 
rectángulos y triángulos eran conocidos antes del 2200 a. de C. 
El paso siguiente, encontrar áreas de figuras planas de contor- 
nos curvos, como contornos parabólicos, no se consideró hasta 
los tiempos de Arquímedes (287-212 a. de C.). Su método mate- 
mático es esencialmente el mismo que utilizamos en esta unidad. 
Una de sus comprobaciones elementales consistió en recortar 
la figura apropiada en un material de densidad uniforme y com- 
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Introducción 
Ue - 


parar su peso con el de una figura del mismo material y de área 
conocida. Arquímedes comprendió que el problema de la deter- 
minación de volúmenes limitados por superficies curvas era se- 
mejante al problema de la determinación de una área, y am- 
bos problemas podían abordarse mediante un proceso de apro- 
ximaciones más y más exactas. Más tarde, en el siglo XVI, 
Newton, entre otros, formalizó la integración y estableció sus 
vínculos con la derivación. 


El trabajo de Newton despertó enorme interés y así, en la histo- 
ria del cálculo aparecen los nombres de muchos matemáticos fa- 
mosos. Por la época en que Riemann publicó su definición de in- 
tegral definida en 1854, los matemáticos habían entendido bien 
que tenían en sus manos una poderosa herramienta. 


En esta unidad desarrollamos la teoría de la integración siguien- 


do el esquema siguiente. Primero consideramos los modos de es- 


timar una área y observamos que los métodos elementales de 
calcular áreas sólo tienen éxito en regiones limitadas por seg- 
mentos de rectas. Otras regiones requieren métodos diferentes: 
buscamos aproximaciones mediante conjuntos sucesivos de rec- 
tángulos (u otras figuras convenientes de áreas conocidas) para 
obtener una sucesión de lo que, intuitivamente, consideramos 
que son mejores y mejores aproximaciones del área. El límite de 
esta sucesión de aproximaciones se llama integral definida. -Es- 
te concepto se puede aplicar a otros muchos problemas diferen- 
tes de los del cálculo de áreas. Por ejemplo, la integración se uti- 
liza para determinar volúmenes o la velocidad con que sale un 
líquido a través de un pequeño agujero en la pared de un tanque. 


Más tarde veremos que, aun cuando podemos representar una 
área mediante una integral definida, existen casos en que no 
podemos evaluarla. En estos casos tenemos que estimar el área; 
concluimos la unidad con una corta discusión de dos métodos 
de estimación. 


Ya se habrá dado cuenta del modo como atacaremos'este proble- 
ma: se usarán las armas que estuvimos preparando en las unida- 
des anteriores. Usaremos, en particular, las ideas de función, 
exactitud y errores y límite de una sucesión infinita. Algunas 
de las unidades que siguen a ésta ayudarán a mostrar la impor- 
tancia de algunas ideas contenidas en las unidades anteriores. 


pa 
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Arquímedes ( Mansell) 


9.1 USO DE ESTIMACIONES ACOTADAS 
EN EL CALCULO DE AREAS 


9.1.0 ¿Qué es área? 


Intuitivamente sabemos lo que queremos decir con la palabra 
“área”, del mismo modo que conocemos el significado de longi- 
tud, tiempo, velocidad y volumen. También somos concientes 
de que usamos estas palabras en dos sentidos: algunas veces que- 
remos significar una cantidad física y, otras veces, una medida 
de la cantidad. Así, la palabra “área” es la superficie compren- 
dida dentro de un perímetro; pero, para evitar frases incómodas, 
solemos decir “una área de 5 m?”, donde la palabra “área” sig- 
nifica: “La medida del área es”. El contexto no suele decir cla- 
ramente cuál es el significado que se le quiere dar a la palabra 
en cada caso. Aquí estamos interesados en la medida del área. 
Podemos dejar a los filósofos para que se preocupen por el con- 
cepto fundamental. Como matemáticos, usamos nuestra intui- 
ción para guiarnos hacia una formulación matemática y precisa 
del área; después, desarrollamos y generalizamos el concepto ma- 
temático que hemos definido. Ya usted debe tener alguna expe- 
riencia de este tipo, pues en la Unidad 7, Sucesiones y límites I 
discutimos una posible formulación matemática del concepto 
intuitivo de velocidad instantánea. 


Usando nuestra intuición, definimos* el área de un rectángu- 
lo como el producto de las longitudes de dos lados adyacentes. 
Con este punto de partida, procederemos a definir las áreas de 
otras figuras de creciente complejidad, pero asegurando siempre 
que nuestras definiciones marchen de acuerdo con nuestras ex- 
pectativas basadas en la intuición. 


Comenzaremos con figuras rectilíneas, que son figuras limitadas 
por segmentos de rectas. Uniendo dos triángulos rectángulos con- 
gruentes para formar un rectángulo, encontramos que el área de 
uno de esos triángulos es la mitad del producto de la longitud de 
la base por la altura correspondiente, lo cual expresamos como 
3 X base X altura. 


Ahora podemos encontrar el área de cualquier figura rectilínea 
si la consideramos formada por rectángulos y triángulos rectán- 
gulos. 


*Definimos área de tal manera que su dimensión es L? (véase la Unidad 3, 
Operaciones y morfismos, página 36). Especificaremos las unidades de área 
en los casos en que se conozcan; de lo contrario, solamente daremos la magni- 
tud del área. 
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Discusión 
* * 


Definición 1 


* $ $ 


Definición 2 


>"h * $ 


Ejercicio 1 


Un trapecio es un cuadrilátero que tiene dos lados paralelos. 


Demostrar que el área del trapecio mostrado en la figura anterior 
es ¿ad, donde 


a = suma de las longitudes de los lados paralelos 
d 


distancia perpendicular entre ellos a 


Sin embargo, cuando consideramos el área de una región limita- 
da por una curva, digamos por una circunferencia o por un arco, 
surgen serias dificultades. Podemos, como Arquímedes, recortar 
la figura apropiada y pesarla y, después, decir que el área de la 
figura es igual al área del rectángulo de igual material y peso. 
Una definición matemática es más complicada y está expresada 
en términos de límites, pero es mucho más satisfactoria. 


En la próxima sección utilizaremos datos numéricos para ilus- 
trar cómo podemos estimar una área (y un volumen) en un caso 
práctico. El propósito de esto es doble. En primer lugar, veremos 
cómo podemos usar las áreas de los rectángulos para determinar 
valores superiores e inferiores (llamados cotas) entre los cuales 
sabemos intuitivamente que está el área. 


Segundo, demostraremos que, cuando se usan verdaderas medi- 
ciones para obtener una estimación, no hay necesidad de llegar 
a un proceso de límites, porque no se obtiene así ningún aumen- 
to de exactitud. Por consiguiente, a no ser que esté especialmen- 
te interesado en esta parte del texto, no se enrede demasiado 
con las operaciones aritméticas; lea lo más rápido que pueda y 
procure captar las dos ideas mencionadas más arriba. 


Comenzaremos por considerar el caso práctico en el cual una par- 
te del contorno de la figura cuya área queremos encontrar está 
especificada por una función cuyos valores conocemos por una 
tabla y que corresponden a puntos que están igualmente espa- 
ciados. 


Consideraremos la sección trasversal de un terreno donde se ha 
de hacer una construcción; esto es, el área que consideramos re- 
presenta un corte imaginario efectuado en el terreno. Una parte 
del contorno de esa sección puede estar especificada aproxima- 
damente por valores tabulados de las alturas sobre un nivel de 
referencia correspondientes a puntos del contorno que están 
igualmente espaciados. 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Definición 3 
* * 


Discusión 
* * 


Veremos que la exactitud de la estimación de una área que en- 
contramos a partir de observaciones, está generalmente restrin- 
gida por la exactitud de las observaciones más que por el méto- 
do de estimación usado. 


No encontramos estos impedimentos a la exactitud cuando el 
área que se calcula está limitada por la gráfica de una función 
como: 7 

f:x—>10 — 0 (xeR) 


Veremos que, en estos casos, podemos calcular el área con toda 
la exactitud que queramos. Esto nos permitirá definir el área 
en un sentido matemático en la Sección 9.2. 


En resumen, en la Sección 9.1 usaremos nuestro conocimiento 
de las áreas de los rectángulos para determinar otras áreas con 
la exactitud que deseemos. 


9.1.1 Región limitada por una curva 
especificada por una función tabulada 


El cuadro muestra una carretera que bordea una colina. Para 
construir este tramo de la carretera fue necesario remover una 
gran cantidad de tierra y roca. En la práctica, para determinar 
el volumen del material que hay que remover, es necesario tener 
en cuenta que la sección trasversal del volumen que se va a re- 
mover no es igual a todo lo largo del camino, pero, sin embargo, 
para simplificar el problema ilustrativo supondremos aquí que el 
área de la sección trasversal se conserva constante. 


Ejemplo 1 
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Discusión 
* * 


Ejemplo 1 


(continúa en la página 6) 


Solución 1 1 


En la figura, 
el área del triángulo = jd(c — b) 
el área del rectángulo = db 
Por tanto, 
el área del trapecio  =db + jdc — 1db 
= Hc + bid 
= jad L 


(viene de la página 5) 


Como resultado de las mediciones efectuadas sobre el terreno se 
encontraron los siguientes datos correspondientes a la sección 
trasversal (cuyo ancho es 20 m) y que servirán para determinar 
el volumen de material que se va a remover: 


Distancia horizontal Altura sobre el nivel 


en metros de referencia en metros 
0 0 
2 1,3 
4 3,44 
6 3,9 
8 6,1 
10 1,2 
12 8,5 
14 8,9 
16 10,7 
18 11,8 
20 13,3 


Existe un límite en la exactitud con que se pueden tomar las me- 
didas. Supongamos que hay un error de +0,05 m en todos los 
pasos horizontales y en todas las alturas. (El efecto acumulativo 
de esos errores empeora la situación, pero eso es lo mejor que po- 
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Solución 1 


demos hacer.) El problema es determinar, con tanta exactitud 
como se pueda, la sección trasversal del material que se va a re- 
mover en este caso simplificado; el volumen se puede hallar con 
sólo multiplicar esa área por la longitud correspondiente. 


Superficie 
propuesta 


Solución del ejemplo 1 


No debemos olvidar cómo vamos a abordar este problema. Apro- 
ximaremos el área mediante una suma de áreas de rectángulos. 
Ahora bien, es conveniente obtener también una estimación de 
la magnitud del error que estamos cometiendo. Podemos conse- 
guir esto de una manera sencilla determinando dos áreas de los 
rectángulos: una que será mayor que el área buscada y otra que 
será menor. Con eso, conocemos una cota superior y una inferior 
del área que nos interesa. Podemos llevar los datos a una gráfi- 
ca como ésta: 


144 Altura sobre el nivel de 
referencia en metros 
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Distancia 
horizontal 
en metros 


Coloque la trasparencia 1* sobre esta gráfica. Una primera con- 
jetura sobre la respuesta, aunque muy cruda, es decir que el área 
está comprendida entre cero y el área del rectángulo ABCD. Co- 
loque, ahora, la trasparencia número 2. Podrá observar una área, 
formada por rectángulos, que es mayor que el área buscada. He- 
mos tomado las alturas en tramos de 4 metros (en vez de 2 me- 
tros) en este segundo intento de estimar el área, para poder 
demostrar más tarde cómo mejora la exactitud cuando aumenta 
el número de rectángulos. Es posible que se pregunte cómo sabe- 
mos que el valor que hemos obtenido para el área usando esos 
rectángulos sobrepasa realmente el verdadero valor, puesto que 
solamente hemos efectuado un número finito de observaciones 
y es posible que, entre dos observaciones, exista un largo pico 
rocoso. Por supuesto, no podemos asegurar que no suceda algo 
así. Pero aquí, como en el caso de las diferencias finitas, supo- 
nemos que la gráfica de la función cuyos valores tenemos tabu- 
lados es una gráfica razonablemente suave. (De no ser así, la per- 
sona que realizó las observaciones y mediciones hubiera anota- 
do cualquier irregularidad.) 


El área de los rectángulos de la trasparencia 2 es 168,0 m?. Aho- 
ra estimaremos la cota de error absoluto de esta área que se debe 
a la cota de error absoluto de 0,05 m en las mediciones de la al- 
tura y de la longitud de los tramos horizontales. 


Denotaremos por e, el error absoluto cometido en la medición 
de x. En la Unidad 2, Errores y exactitud, Sección 2.3, dedujimos 
que 


Cog = Pl $ ME. ELE 
esto es, 
Exp = YE, + xe, 
ya que el término e,e, es menor. 


Usando el último resultado para encontrar el error en el área de 
cada uno de nuestros rectángulos y, después, aplicando el primer 
resultado a la suma de estas áreas, obtenemos una estimación 
del error absoluto en el área total de todos los rectángulos: 


(0,05(3,4 + 6,1 + 8,5 + 10,7 + 13,3) 
+0,05(4 + 4 + 4 + 4 + 4))m? = 3,1 m? 


puesto que la cota de error absoluto en cada una de nuestras me- 
diciones es 0,05 m. 


Así, la cota estimada de error absoluto en el área es 3,1 m2. 


Coloque ahora la trasparencia 3 sobre la gráfica básica. El área 
mostrada es evidentemente menor que el área que necesitamos. 


La suma de las áreas de los rectángulos es ahora 114,8 m?, con 
una cota estimada de error absoluto igual a: 


(0,05(3,4 + 6,1 + 8,5 + 10,7) +0,05(4 + 4 + 4 
+ 4)jm* ="2,2m* 


*Las trasparencias se encuentran en la contratapa, al final del libro. 
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¿Podemos mejorar esta exactitud usando rectángulos menores 
y, en particular, usando rectángulos que tengan un ancho igual 
a la mitad de éstos? 


Coloque la trasparencia 4. Verá dos conjuntos de rectángulos de 
base 2. Si usa las trasparencias 2 y 3 al mismo tiempo que la 4, 
observará que la suma de las áreas de los rectángulos mayores 
(cuyas bases miden 2) es menor que la suma de las áreas de los 
rectángulos mayores cuyas bases miden 4, pero sigue siendo ma- 
yor que el área buscada. Del mismo modo, los rectángulos meno- 
res (con base 2) tienen en total una área mayor que la de los 
rectángulos menores que tienen base 4, pero, aun así, es menor 
que el área requerida. 


Efectuando los cómputos necesarios para este último caso ob- 
tenemos, como área mayor: 
2(1,3 + 3,4 + 3,9 + 6,1 + 7,2 + 8,5 + 8,9 + 10,7 
+11,8 + 13,3) m? = 150,2 m* 
con una cota estimada de error absoluto de 4,8 m** | 
Del mismo modo, para el área menor: 
2(1,3 + 3,4 + 3,9 + 6,1 + 7,2 + 8,5 + 8,9 
+10,7 + 11,8) m? = 123,6 m* 


con una cota estimada de error absoluto de 4,0 m2.* 


Nótese que, en este ejemplo, la diferencia entre las áreas mayor 
y menor es sencillamente el área del mayor de los rectángulos. 
¿Puede ver por qué sucede así? Esto simplifica las operaciones 
porque, para calcular el área mayor, basta saber el área menor 
y añadirle el área del mayor de los rectángulos. 


Así, el área tiene un valor entre 


(123,6 — 4,0) m? = 119,6 m? 


(150,2 + 4,8) m? 155,0 m? 


de modo que hemos, aparentemente, disminuido la diferencia 
entre nuestra estimación superior y la inferior, cuando hemos 
aumentado el número de intervalos de cinco a diez en el eje de 
las distancias. En los ejercicios siguientes desarrollamos esta 
idea un poco más. El primero de estos ejercicios indica un méto- 
do para obtener el “mejor” valor estimado de un número cuan- 
do conocemos el intervalo de error donde está contenido. MW 


Ejercicio 1 


Si sabe que el número de fósforos que vienen en cada caja es- 
tá entre 44 y 50 (ambos inclusive), ¿qué número de fósforos di- 
ría que hay en una caja en particular si lo que usted quiere es co- 
meter el mínimo error posible en su apreciación? 


¿Cuál sería la cota de error absoluto en este caso? E 


*Si comprueba estos resultados, recuerde que estamos suponiendo que cada 
altura y cada tramo horizontal tienen una cota de error absoluto de 0,05 m. 
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Ver T.V. 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Solución 1 


47 fósforos con un posible error de 3. Si escoge cualquier otro va- 
lor, diferente de 47, digamos 46, su error puede ser mayor; por 
ejemplo, sería 4 si hubiera 50 fósforos en la caja. Por tanto, la 
respuesta es 2(50 + 44) fósforos, y la cota de error absoluto es 
(50 — 44). E 


Ejercicio 2 


(i) Utilizando los resultados obtenidos en las páginas 8 y 9 
cuando se tomaron cinco intervalos en nuestro ejemplo, y 
la idea introducida en el último ejercicio, encontrar úna 
estimación del área trasversal del ejemplo 1. Establecer la 
cota estimada de error absoluto que se debe a la propaga- 
ción de errores provenientes de datos inexactos, y la cota 
de error absoluto que nace del uso de las aproximaciones 


rectangulares. - 
(11) Repetir la parte (i) usando ahora los resultados de la pági- 
na 9, con 10 intervalos. Lal 


Cuando aumentamos el número de rectángulos, la cota estimada 
de error absoluto que proviene de los datos inexactos conti- 
nuará creciendo, mientras que la que proviene de la aproxima- 
ción por los rectángulos decrecerá (como ya vimos en las dos par- 
tes de la solución del último ejercicio). Después de cierto punto, 
esto hace que el intento de mejorar la exactitud mediante el uso 
de más y más intervalos resulte inútil. 


Ejercicio 3 

Describir con palabras y con la ayuda de gráficas y diagramas 
cómo determinaría usted una estimación, con cotas superior e 
inferior, del volumen del material removido si el área de la sec- 


ción trasversal cambia significativamente a lo largo de lo que ha 
de ser la carretera. 


(SUGERENCIA: Piense qué debe usar como elemento básico de 
volumen.) 8 


9.1.2 Región limitada por una curva 
especificada por una función continua 


En la sección anterior vimos que, cuando existían posibles erro- 
res en las mediciones de un contorno, resultaban inútiles nues- 
tros esfuerzos de continuar mejorando la exactitud del área esti- 
mada, aumentando el número de rectángulos utilizados en la 
aproximación. Parecía que, si reducíamos la longitud de los in- 
tervalos, mejorábamos la aproximación del área hasta que co- 
menzaban a dominar los errores inherentes a la inexactitud de 
los datos. 


Las cruces que aparecen en el diagrama representan un conjunto 
aceptable de valores del área (no los valores reales) cuando el 
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Solución 1 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Discusión 
* 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


9.1.2 


Discusión 
* + 


número de intervalos aumenta. Cuando el número de intervalos 
es pequeño, el error está dominado por el error de la aproxima- 
ción por rectángulos; cuando el número de intervalos es grande, 
está dominado por los errores inherentes de los datos. En el ejem- 
plo de la última sección, las figuras de la página 13 sugieren que 
habría una ligera ventaja al reducir los tramos horizontales a 
menos de un metro. En el caso extremo, si solamente podemos 
medir la longitud de los intervalos dentro de un margen de error 
de 0,05 m, no habría, obviamente, ninguna ventaja al reducir la 
longitud de los intervalos a menos de 0,05 m. (De hecho, como 
ya hemos visto, la reducción de la longitud del intervalo pierde 
su ventaja desde un valor mucho mayor.) 


Area estimada 


A] REA AS: DA AR 


Cuando el número de in- 
tervalos aumenta, crece 
el error debido a la ine- 
xactitud de los datos. 


El error en esta región se 
debe principalmente a 
que se han tomado pocos 
rectángulos. 


Si la curva que determina el contorno del área está dada exacta- 
mente en todos sus puntos, entonces no cabe la aplicación de la 
última restricción. Tal sería el caso si el contorno fuera la gráfi- 
ca de la función úl 
fix—10-£  (xe[-10, 10) 

10 
como en el ejemplo siguiente. Esta es la situación que surge cuan- 
do somos nosotros los que estamos diseñando una pieza o un edi- 
ficio, y podemos decidir la forma que queremos darles. En nuestro 
ejemplo anterior, fue la naturaleza quien nos presentó una forma 
determinada y nos obligó a hacer lo que mejor pudimos. 


Cuando la región está limitada por una curva especificada por 
una función continua, podemos aproximar el área con toda la 
exactitud que queramos, con sólo dividir el dominio de la fun- 


ción en cuantos intervalos sean necesarios. ¿Trae esto a la me-. 


moria los procedimientos de límites y el concepto de continui- 
dad de una función introducido en la Unidad 7, Sucesiones y 
límites I? Esperamos que sí, porque ese será el modo de definir 
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Número de intervalos 


(continúa en la página 14) 


MB 9.1.1 


Solución 9.1.1.2 Solución 9.1.1.2 
(i) Mayor área posible = 168,074 3,1-=" 171 1-m* 
Menor área posible = 1M,8 — 22 = 1126 m>? 
Area estimada = 3(171,1 + 112,6) = 141,8 m? 


Cota estimada de 


error absoluto = 2(171,1 + 112,6) = 29,2 m* 


de lo cual: 


cota estimada de 
error absoluto 
debida a los datos 
inexactos 


= 43,1 + 2,2 = 2,6m* 


y 


cota de error 
absoluto debida 

a la aproximación 
por rectángulos 


= 4(168,0 — 114,8) = 26,6 m? 


(ii) Mayor área posible = 150,2 + 4,8 = 155,0m* 
Menor área posible = 123,6 — 4,0 = 119,6 m? 
Area estimada = 3(155,0 + 119,6) = 137,3 m? 


Cota estimada de 


error absoluto = 3(155,0 + 119,6) = 17,7 m? 


de lo cual: 


cota estimada de 
error absoluto debida  = +(4,8 + 4,0) = 4,4 m2” 
a los datos inexactos 


y 


cota de error absoluto 
debida a la 
aproximación por 
rectángulos 


= 3(150,2 — 123,6) = 13,3 m? 


que es exactamente la mitad del resultado obtenido en (i), 
como esperábamos. | 


Solución 9.1.1.3 Solución 9.1.1.3 


A continuación se dan las líneas generales de un método que uti- 
liza como elemento básico de volumen (ver figura, página 13): 


(1) El elemento de volumen es un prisma rectangular de base 
cuadrada. Definimos el volumen de tal prisma como el pro- Definición 1 
ducto del área de su base por la altura. Mid 
(1i) Se prepara un retículo plano donde se indican las alturas, 
espaciadas igualmente en :ambas direcciones; como mues- 
tra el diagrama de la página siguiente: 
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r 


(iii) En cada cuadrado tomamos la máxima altura; por ejemplo, 
6,1 m en el cuadrado sombreado. Esta altura nos lleva a un 
prisma rectangular asentado en este cuadrado y con un vo- 
lumen mayor que el volumen requerido. 

(iv) Tomamos, ahora, la mínima altura; en nuestro caso es 
3,9 m. Con ella obtenemos el mínimo volumen de un pris- 
ma de igual base que el anterior. 

(v) El volumen buscado está comprendido entre las sumas de 
los volúmenes mínimos y máximos de prismas rectangula- 
res básicos. La “mejor” estimación es la semisuma de los 
volúmenes máximo y mínimo. 


Alternativamente, podríamos estimar las áreas trasversales de 
cortes producidos en el terreno a intervalos iguales (como los cor- 
tes dados para rebanar un pan) y, después, encontrar los valores 
máximo y mínimo del volumen de cada rebanada. 


La desventaja de este método es que tiene que estimar, primero, 
la magnitud de todas las áreas de las secciones trasversales. 


OS 
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(viene de la página 11) 


el área, como un límite, en la Sección 9.2.1. Analicemos primero 
un ejemplo específico: 


Ejemplo 1 


Las piscinas Dollan, las piscinas olímpicas escocesas, fueron 
inauguradas oficialmente el día 27 de mayo de 1968, por R.B. 
McGregor, el nadador escocés internacional. 


Diseñado por el arquitecto A. Buchanan Campbell, el edificio se 
levanta como un inmenso arco parabólico, con 100 metros de luz 
y una altura máxima de 20 metros sobre el nivel del suelo. 


Una vez que hubo decidido la forma, el arquitecto tuvo que cal- 
cular el área trasversal del edificio para poder encontrar la pre- 
sión ejercida sobre la estructura. 


Para facilitar su cálculo, es necesario encontrar una función f 
cuya gráfica sea una curva que represente el contorno del edifi- 
cio en una escala conveniente. 


Podemos encontrar esta función ya que sabemos que su gráfica 
es un arco parabólico; esto significa que es una función de la 
forma: 

x—a+bx+cx?  (a,b,ceR) 


2 


x Ñ 
La respuesta es x-——>20 — 125 Sin embargo, nuestro objetivo 


es calcular el área bajo la curva. Este cálculo se divide en dos 
partes: 


(i) aproximamos el área mediante rectángulos, encontramos 
estimaciones superiores e inferiores del área de la sección 
trasversal y buscamos la mejor estimación en dos casos: 
(a) cuando OC se divide en cinco intervalos iguales; 

(b) cuando OC se divide en 10 intervalos iguales; 

(ii) determinamos cuántos intervalos se requieren en OC pa- 

ra asegurar que la cota estimada de error absoluto sea me- 


Ejemplo 1 


Xx metros 
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nor que 1 m?, suponiendo que usamos cálculos aritméti- 
cos exactos. 


Xx metros 


Solución del ejemplo 1 


(i) Observe la gráfica básica sin el uso de ninguna de las tras- 
parencias. El arco parabólico es simétrico; por consiguien- 
te, el área representada por AOCB es el doble del área re- 
presentada por UBC. Las imágenes de los valores dados de 
la variable x se han calculado con toda exactitud: 


PEPE 


DONOSO 


(a) Ahora coloque la trasparencia 5. 


Usando cinco intervalos para la semiárea, formamos el 
área que consiste de rectángulos que dan un área ma- 
yor que el área buscada. Estos rectángulos se han di- 
bujado con trazos continuos en la figura. Esto nos da 
una primera estimación superior del área total: 


2 Xx 10120 + 19,2 + 16,8 + 12,8 + 7,2 |m2 
= 1520 m? 


Las líneas punteadas indican una área formada por 
rectángulos que producen una área menor que el área 
buscada. 


Obtenemos así una primera estimación inferior del 
área total: 


2 x 10/19,2 + 16,8 + 12,8 + 7,2 + 0|m? 
= 1120 m? 


Obsérvese que la diferencia entre las dos estimaciones 
es el doble del área del mayor de los rectángulos. 


Así, la mejor estimación del área total, cuando se tie- 
nen cinco intervalos, es 
1520 + 1120 


> m? = 1320 m? 


con una cota estimada de error absoluto de 
1520 — 1120 


2 200 2 
3 m m 
(b) Quítese la trasparencia 5 y colóquese la 6. 


Cuando se utilizan 10 intervalos para la semiárea, en- 
contramos que la cota superior del área es: 


2 X 5120 + 19,8 + --- + 7,2 + 3,8 jm? 


= 1430 m? 
Del mismo modo, encontramos que la cota inferior es 
= 1230 m2 

Nuestra mejor estimación sería pe m? 
= 1330 m? 
con una cota estimada de error absoluto = 100 m? 


(ii) Ahora consideraremos un aspecto diferente del problema. 


Al principio establecimos la exactitud que queríamos que 
tuviera nuestra estimación del área total. Queremos una 
exactitud dentro de +1 m?, es decir, queremos una co- 
ta de error absoluto de 1 m?. 


¿Cuál es la longitud de intervalo que nos proporcionará esa 
exactitud? Como ya observamos anteriormente, la diferen- 
cia entre las cotas superior e inferior de la estimación del 
área es el doble del área del mayor de los rectángulos, y 
también es el doble de la cota estimada de error absoluto. 
Por consiguiente, el área de este rectángulo debe ser menor 
que o, a lo sumo, igual a 1 m?. Ahora bien, en este ejemplo 
sabemos que la altura del mayor de los rectángulos es igual 
a 20 m, cualquiera que sea el número de intervalos. Por con- 
siguiente, para lograr la exactitud deseada, su ancho de- 
be ser, a lo sumo, de 0,05 m puesto que: 


20 X 0,05 m* = 1 m? 


El número total de intervalos en OC es, entonces, 
50 
long. del intervalo 


se ha de obtener la exactitud deseada, debemos dividir 
OC en 1000 intervalos, por lo menos. 


= 1000. Por tanto, para asegurar que 


Del mismo modo podemos demostrar que, para lograr una 
estimación del área total con una cota de error absoluto 
de 0,1 m?, necesitamos, por lo menos, 10.000 intervalos. 
En general para obtener una estimación con una cota de 
error absoluto de em? necesitaremos, al menos, n inter- 
valos donde n es un entero tal que: 
1000 
n= == 
€ 
NOTA: Más adelante veremos que podemos calcular exactamen- 
te el área parabólica anterior. Su valor es 13331 m?. Así, de 
hecho, las estimaciones que hemos obtenido son muy buenas, 
con un error que ya en el caso de los cinco intervalos era menor 
que 15 m?. 7 
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Ejercicio 1 


En los dos ejemplos discutidos, observamos que la diferencia en- 
tre las estimaciones superior e inferior del área buscada (usando 
rectángulos) era, sencillamente, el área del mayor de los rectán- 
gulos (véanse las páginas 9 y 15). ¿Podemos afirmar que ese re- 
sultado lo obtendremos siempre que busquemos una área, cual- 
quiera que sea la curva que la limite, o, porel contrario, fue ese 
resultado un caso especial de esos dos ejemplos? a 


Ejercicio 2 


El contorno de la sección trasversal del techo del edificio prin- 
cipal de un aeropuerto es la gráfica de la función: 


pa— E (x e [10, 50]) 


Las paredes de soporte son verticales y están situadas en x = 
10 m y x = 50 m, respectivamente. 

(i) Usando cuatro intervalos estime el área de la sección tras- 
versal (indicada en el diagrama) con tanta exactitud como 
pueda mediante el método que hemos usado en el ejemplo, 
y determine la exactitud que usted cree haber obtenido. 


(ii) ¿Cuántos intervalos se requieren para llegar a una estima- 
ción con una cota de error absoluto de 1 m?? |] 


Ejercicio 3 


Dada la función 


JH COS NX (xe [03]) 


podemos encontrar una estimación del área limitada por su grá- 
fica y por los dos ejes, formando rectángulos de la siguiente ma- 
nera: 


Dividimos el dominio en intervalos iguales y tomamos, como al- 
tura del rectángulo que corresponde a cada intervalo, la semisu- 
ma de las ordenadas* de los puntos extremos del intervalo. Por 
ejemplo, la altura del rectángulo de base EA = MAB + EC). 


xLa ordenada de un punto en el plano cartesiano es la coordenada y del punto. 
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Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


Ejercicio 3 
(4 minutos) 


(continúa en la página 19) 
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Solución 1 


La proposición que establecimos se aplica al caso general úni- 
camente cuando la gráfica es creciente a lo largo de todo el in- 


tervalo, o cuando es decreciente a lo largo de todo el intervalo. 


Por ejemplo, no se verifica en el diagrama siguiente, aun cuando 
podemos utilizar rectángulos para aproximar el área. Se puede 
escoger un conjunto de rectángulos tales que la suma de sus 
áreas sea mayor que el área buscada, y otro conjunto tal que la 
suma de las áreas sea menor que el área requerida. En la figura 
se muestra un ejemplo de un conjunto de la primera clase. 


f00 


xrof(x) 


Solución 2 


(1) 


DDD 
[ejes 


Area total de los rectángulos mayores = 416,7 m?. 


(Nótese que en este ejercicio se ha introducido un error 


2 


intrínseco, debido a la representación decimal de 2. Sin 
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Solución 1 


Solución 2 


embargo, siempre es posible conseguir que este error sea 
tan pequeño como queramos.) 


Area total de los rectángulos menores = 256,7 m?. La es- 
timación del área requerida es, por consiguiente, 
(416,7 + 256,7), 


> m” =336.7 m2, 
, 160. ' A 
con un error absoluto estimado = 1. = 80 m?, así, 


pues, en este caso el error relativo es grande. 


(ii) Las difererencias de altura y área entre el mayor y el me- 
nor de los rectángulos son 16 m y 16 X (longitud del in- 
tervalo)m? respectivamente; por tanto, necesitamos que 
16 X (longitud del intervalo) = 1. En consecuencia, la 
longitud de cada rectángulo debe ser 1; m. El número to- 


, : bado 40 
tal de intervalos requeridos es, por consiguiente, — =:640. 
16 


En el ejemplo 1 ya habíamos notado que la diferencia entre la 
suma de los rectángulos mayores y la suma de los rectángulos me- 
nores es una primera estimación, aunque muy basta, del error. 
En efecto, se puede calcular que el área exacta en este caso es 
321,9 m? (con una cifra decimal), que cae dentro del intervalo 
de error obtenido en (i). 155] 


(viene de la página 17) 


¿Son verdaderas o falsas las proposiciones siguientes? 


(i) La suma de las áreas de los rectángulos 

determinados en este ejercicio es igual 

a la estimación del área que hemos usa- 

do hasta ahora. Esto es, el área estima- 

da es la misma que la obtenida por el 

método anterior: ¿(suma de las áreas de 

los rectángulos mayores + suma de las VERDADERA/ 

áreas de los rectángulos menores). FALSA 
(ii) El método que usábamos anteriormente 

es mejor que el método descrito en este 


ejercicio porque aquel nos daba una es- VERDADERA/ 
timación de la magnitud del error. FALSA 
n 
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Solución 3 


(iy VERDADERA. En nuestro método original tomamos la es- 
timación ¿(suma de las áreas de los rectángulos mayores + 
suma de las áreas de los rectángulos menores) que es lo mis- 
mo que la suma de ¿(área del rectángulo mayor + área del 
rectángulo menor) a lo largo de todo el intervalo. 

(1i) VERDADERA. El método original también nos da la mag- 
nitud del error que pudiéramos cometer. Aunque, en algu- 
nos casos, esta estimación del error pudiera resultar des- 
proporcionada, es mejor tener alguna estimación que no te- 
ner ninguna. E 


9.13 Resumen 


En esta sección hemos explorado la idea de la estimación del 
área (intuitiva) de una región limitada por una curva. Los mé- 
todos discutidos tienen una considerable aplicación práctica; 
sobre ese punto volveremos en la Sección 9.4. Por ahora, sin em- 
bargo, deseamos utilizar las ideas de esta sección para desarrollar 
una definición de área bajo una curva. 


9.2 INTEGRAL DEFINIDA 


9.2.0 Introducción 


En la Sección 9.1 desarrollamos un método para aproximar lo que 
intuitivamente hemos llamado “área”, considerando un número 
de rectángulos; el número de rectángulos está determinado por 
la exactitud requerida, excepto en los casos en que ocurren erro- 
res intrínsecos. En este sección uniremos la definición intuiti- 
va de área con una definición matemática basada en las ideas 
que encontramos en la Sección 9.1. Supondremos que usted es- 
tuvo de acuerdo en convenir que, si no existen errores intrínse- 
cos, entonces, al aumentar el número de rectángulos, crece la 
exactitud de la estimación del área. Si es así, tenemos justifica- 
do nuestro proceder, pero, para ayudar a entender que estábamos 
haciendo una suposición, consideremos el problema de la esti- 
mación de la longitud de una curva. 


Ejercicio 1 
(1-x) 


Ps > 1-x 
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Solución 3 


9.1.3 


Resumen 
Rh * 


9.2 


9.2.0 


Introducción 
Rh + 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Consideremos un segmento de recta AB, de longitud conocida; 
pretendemos descubrir si un proceso de estimación, semejante 
al que hemos empleado en las áreas, nos da una aproximación 
razonable de una longitud conocida. 


La gráfica de la función 
e (x e [0, 1)) 
es un segmento de recta, AB. 


Aproximaremos la longitud de este segmento de recta por medio 
de una “escalera”, donde cada escalón (intervalo) tiene la mis- 
ma longitud. Igual que en la estimación del área, podemos desa- 
rrollar el proceso de varias maneras, una de las cuales ilustramos 
a continuación. 


(i) Para encontrar la longitud de una alfombra que cubra to- 
dos los escalones, encontraremos la longitud total de la 
línea en zigzag que, en la figura, representa la escalera. 

(ii) ¿Influye el número de escalones en la longitud total de 
la línea quebrada? 

(111) ¿Intuitivamente le parece que podremos aproximar los 
vértices de los escalones tanto como queramos al segmen- 
to de recta AB, si tomamos un número suficientemente 
grande de escalones? 

(iv) ¿Cree usted que eso implica que podemos tomar suficientes 
escalones de manera que podamos aproximar la longitud de 
la línea quebrada, todo lo que queramos, a la longitud del 
segmento de recta? 

(v) ¿Cuál es, entonces, la longitud de la línea quebrada, en el 
límite, por este procedimiento? 

(vi) ¿Es ésta la longitud correcta de la línea? Si no, ¿dónde es- 
tá el error? El 


El propósito de este último ejercicio no fue investigar el concep- 
to de longitud, sino mostrar que debemos ser muy cuidadosos en 
los procedimientos que comprendan límites y que usemos para 
respaldar ideas intuitivas. Aproximarnos a una curva mediante 
un zigzag parece satisfactorio cuando estamos buscando el área 
limitada por la curva, pero no es satisfactorio cuando tratamos 
de buscar la longitud de la curva. En ambos casos estamos tra- 
tando de generalizar un concepto. Siempre que hagamos esto, 
debemos comprobar que nuestra definición generalizada da la 
respuesta que esperamos en el caso más fundamental. La apro- 
ximación mediante un zigzag no nos da la respuesta “correcta” 
cuando la aplicamos al cálculo de la longitud de un segmento de 
recta; por tanto, no hay razón para intentar su generalización. Sin 
embargo, nuestro método para calcular el área satisface la intui- 
ción y está de acuerdo con nuestro concepto de área en los casos 
sencillos. Además, podemos intercalar el valor requerido entre 
una cota superior estimada y otra inferior. Podemos hablar así de 
la “exactitud” de nuestra estimación porque hemos encerrado el 
valor numérico del área en un intervalo de error que podemos ha- 
cer todo lo pequeño que queramos y, por tanto, podemos continuar 
adelante con confianza. 
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Discusión 
* 


(continúa en la página 22) 


Solución 1 


(i) Cada paso de ascenso en un escalón corresponde a una 
longitud igual en el eje (1 — x). Estas longitudes no se su- 
perponen y, por tanto, su suma es igual a la longitud OB. 


Del mismo modo en cada escalón se avanza una longitud, 

que corresponde a la de algún segmento en el eje x. Tam- 

poco estas longitudes se superponen, de manera que su su- 
ma es la longitud de OA. Entonces, 

“la longitud total de la línea en zigzag = a la longitud total 

de la alfombra requerida 

=1+1=2 

(ii) NO. La longitud total permanece inalterable, cualquiera 
que sea el número de escalones. 

(i1i) Intuitivamente, sí. 

(iv) Probablemente usted ha respondido “sí”. 

(v) Aparentemente, 2 unidades, según (i) y (ii). 

(vi) NO. La longitud correcta es V2 unidades. La alfombra, 
o la línea en zigzag, siempre está horizontal o vertical; nun- 
ca puede inclinarse sobre la hipotenusa del triángulo. Así, 
aunque la respuesta dada en (iii) es correcta, es, sin em- 
bargo, engañosa. EA 


(viene de la página 21) 


En la Sección 9.2.1 daremos la definición matemática de inte- 
gral definida que hemos escogido para trabajar. Decimos que 
“hemos escogido” porque hay diversas maneras de definir la in- 
tegral definida y algunas son más generales que otras. 


En la Sección 9.2.2 demostraremos que no siempre es necesario 
determinar las integrales definidas desde los orígenes. 


Encontramos que las funciones tales como 
xr 3x — x? 42 (xe R) 


> 2senx e (xeR*) 


y otras semejantes se pueden expresar en términos de funciones 
más sencillas, como: 
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Solución 1 


XL, > xx, > 2x2, xx? x—> senx 
(xe R), 


1 1 


E AA (xeR,x 40) 


(Véase la parte 2 de la Unidad 1, Funciones, donde discutimos 
las combinaciones de funciones.) ¿Podemos encontrar expresio- 
nes típicas de las integrales definidas de funciones sencillas co- 
mo esas? Si es así, ¿podemos usarlas para encontrar las integra- 
les definidas de funciones más complicadas y simplificar así 
nuestro trabajo? La respuesta a la primera pregunta es “sí”, En 
la Sección 9.2.1 buscaremos algunas de esas respuestas; en otros 
casos, los cálculos son demasiado largos en este momento y pre- 
ferimos dejarlos para la Unidad 13, Integración II. La respuesta 
a la segunda pregunta también es “sí” en muchos casos, como 
en los ejemplos anteriores. Para combinaciones de funciones sen- 
cillas tales como 


x—3x-x?+2  (xeR) 


necesitamos desarrollar las reglas de la combinación de las inte- 
grales definidas apropiadas, y eso lo haremos en la Sección 9.2.2. 


9.2.1 Area e integral definida 


Utilizando la experiencia que hemos ganado en la Sección 9.1, 
intentaremos ahora conseguir una definición de la integral de- 
finida de tal manera que se adapte a nuestra idea intuitiva de 
área. 


En la Sección 9.1 tomamos una región y la acotamos entre dos 
conjuntos de rectángulos, uno que contiene la región y otro que 
está contenido en ella. Convenimos en aceptar que el “área” de 
la región está comprendida entre dos áreas: las sumas de las 
áreas de los rectángulos de cada uno de los conjuntos mencio- 
nados. 


Supongamos que usamos este modelo para obtener estimaciones 
superiores e inferiores del área de la región considerando dos 
conjuntos de rectángulos, cada uno de n elementos. 


Denotaremos la suma de las áreas de los rectángulos mayores por 
An y la suma de las áreas de los rectángulos menores por 4». 
n puede ser cualquier entero positivo, de modo que si damos a n 
los valores 1, 2, 3,... sucesivamente, obtendremos dos suce- 
siones: 

As, A2, Az)... 
y 

0: PO, 


que denotaremos por 4 y 4 respectivamente. (Véase la notación 
que se introdujo en la Unidad 7 para las sucesiones infinitas.) 
Los términos de la sucesión A son siempre mayores que el área 


requerida, mientras que los de g son siempre menores, pero cuan- 
do n crece, los términos correspondientes de las dos sucesiones 
estarán (intuitivamente) más y más cerca los unos de los otros. 
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9.2.1 


Definición y notación 
+ + $ 


Notación 1 
E 


Notación 2 
a € 


MB 9.2.1 


Así, cuando el número de rectángulos se hace muy grande, pode- 

mos decir (intuitivamente) que las dos sucesiones tienen el mis- 

mo límite y podemos definir este límite como el área de la región. Definición 1 
Tenemos que ser un poco más específicos acerca del área cuando PAE 
pensamos en términos de funciones más generales. Sea f una 

función de dominio [a, b], tal que la gráfica de f, las rectas 

especificadas porx = a yx = b, y el eje x forman el contorno 

de una región cerrada. 


El área de esta región se llama, generalmente, área bajo la grá- Definición 2 
fica de f entre a y b aun cuando la gráfica de f quede así: ES 


Al final del ejemplo de las piscinas de Dollan (página 16) encon- 
tramos que para lograr una estimación del área con una cota de 
error absoluto de e m? necesitábamos, al menos, n intervalos, 
donde n es un entero tal que: 


1000 
€ 


n> 


Esto es, encontramos que podíamos escoger n de tal manera que 
la estimación del área perteneciera a un intervalo de error de, a 
lo sumo, 2e donde « pudiera hacerse todo lo pequeño que qui- 
siéramos. Tenemos aquí un caso similar. 


Expresado desde el punto de vista opuesto, esto significa que, 
cuando n crece, disminuye la longitud del intervalo de error. 


An 


Para n intervalos, las cotas superior e inferior del intervalo de 
error están determinadas por A, y a, respectivamente. 


Si lím A existe, entonces lím g también existe, y viceversa. Los 
dos límites serán un mismo número que llamaremos 4. Cuando 
n crece, la longitud* del intervalo de error tiende a cero y el 
área de la sección parabólica, que está siempre contenida en el 
intervalo de error, debe (intuitivamente), por tanto, ser también 
igual a A. 


Ahora consideremos el problema, para la función f, más algebrai- 
camente y escojamos una suma particular (en seguida verá por 
qué): 
Ko hf(a) + hfía + h)+--- + hfía + [n— 13h) 
= h[f(a) + fla + h)+---+ fía + [n— 13h) 


donde h = 2, esto es, hemos dividido [a, b] en n sub- 


intervalost de longitud h. Esta expresión de S, define una su- 
cesión S,, S,, S,,... que denotamos por $. Para una función 
particular f con una gráfica como esta: 


*La longitud de [a, b] esb — a. 
Un subintervalo de [a, b] es un intervalo |c, d] tal que a < ec <d < b. 
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Notación 3 
* 


Definición 3 
O Y >» 


Notación 4 
* 


MB 9.2.1 
tendríamos que 
Si =Aa, 


la suma de las áreas de los rectángulos mayores. Si f tiene una 
gráfica como ésta: 


entonces 
S, = 4, 


Si f tiene una gráfica como ésta: 


entonces 
An < Sn < An 


Lo importante es esto: si la gráfica de f es una curva suave y f(x) 
es positiva* para todos los valores de x en [a, b] entonces, 
supuesto que 


lím q = límA = A 
se sigue que 
límS = A 


porque S, estará comprendido dentro de un intervalo de error 
que disminuye en tamaño cuando n se hace mayor (tal como 
ocurre en la estimación del área parabólica en el ejemplo de las 
piscinas de Dollan). 


Puesto que A, el límite de $, tiene usos importantísimos, dis- 
tintos de los de áreas, le daremos un nombre especial. Lo llama- 


*La razón de exigir que las imágenes sean positivas en este paso, se verá cla- 
ramente en el ejercicio 1, que sigue. 
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remos integral definida de una función f entre a y b (o en 
la, b1), y lo denotaremos por un símbolo especial 


b 
fs 
de modo que, 


lims = | 


El símbolo f, una “s” alargada, representa el proceso sumatorio 


que comienza en a y termina en b (“a” y “b” son los extremosx 
de la integral). 


Podemos olvidarnos de los rectángulos y concentrarnos en esta 
sucesión particular de sumas, S, y su límite. Lo hacemos así por- 
que estamos interesados no solamente en el área sino también 
en la importancia de la integral definida en las matemáticas y 
en sus aplicaciones. Algunas veces la integral representará un 
área pero, en otras, puede representar un volumen o un promedio 
o una corriente eléctrica o una probabilidad o una fuerza o una 
distancia o alguna cantidad semejante. En cada caso hay que 
interpretar con cuidado la integral definida. Para evitar difi- 


cultades exigiremos una condición en f que garantizará la exis- 
b 


tencia de | f. Recordemos que no todas las sucesiones son con- 
a 


vergentes (esto es, no todas tienen límite) y hemos definido la 
integral definida como el límite de una sucesión. No queremos 
volver, a cada paso, a la definición para comprobar la existencia 
de las integrales. Nos preguntamos: “¿Existen algunas clases de 


b 
funciones f tales que [1 siempre exista?” La respuesta es “sí” 
a 


y, en realidad, estamos pisando terreno firme. En nuestra defi- 
nición 4 incluimos la expresión: “Si la gráfica de f es una curva 
suave”; esto es, la gráfica de f no debe tener “saltos” en [a, b]. 
Esto es lo mismo que decir que “la función f debe ser continua en 
la, b]” (véase la Unidad 7, Sucesiones y límites I). Se puede 
demostrar (por un procedimiento más riguroso que el nuestro) 
que, si f es continua en [a, b], entonces la integral definida 


b 
fs existe automáticamente (es decir, está garantizada su exis- 


tencia). Le pedimos que acepte usted este hecho. (Significa que 
las palabras “supuesto que” que preceden a “lím qa = lím A = A” 
en la página 26 son redundantes y podemos eliminarlas.) De 
aquí en adelante, supondremos en todas nuestras discusiones 
que la integral definida existe (esto es, que la sucesión S con- 
verge). 


Resumen 


Dado un intervalo [a, b] que está dividido en n subinterva- 
los iguales de longitud 

RA 

A 


h 


*Algunos autores usan la palabra límites 
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MB 9.2.1 
Definición 4 


* hx 


Notación 5 
* hh * 


Definición 5 


>*. * * 


Resumen 
* kt 


y dada una función f continua en [a, b], definimos la inte- 
gral definida de f en [a, b] como el límite de la sucesión S, 
donde: 


S, = h[f(a) + fla + h) +---+ fla + (n— 13h) 


Escribimos 


b 
líms = | y 


Ejercicio 1 
¿Es “la integral definida de f entre a y b” una expresión sinóni- 
ma de “el área bajo la gráfica de f entre a y b”? 


SUGERENCIA: Considere las dos definiciones correspondien- 
tes a los diagramas de la página 24. 7 


Solución 1 
Su solución debe contener los puntos siguientes: 


(i) Aun cuando la curva esté totalmente sobre el eje x, si as- 
ciende y desciende, entonces las dos sucesiones A y S no 
son iguales pero, intuitivamente, los términos de la suce- 
sión S caen entre los términos de las dos sucesiones q y A. 
Si estas dos últimas sucesiones tienen el mismo límite, 
entonces también lo tiene S y podemos, por consiguiente, 
dar un “sí” intuitivo. 

(ii) Si parte de la curva está debajo del eje x, entonces tene- 
mos términos negativos en S y, por tanto, lím $ no es, de- 
finitivamente, el área. En consecuencia, es posible que 
existan la integral definida y el área y, sin embargo, que 
sean diferentes. 


Por consiguiente, podemos concluir que, mientras podamos de- 
terminar exactamente donde cae la gráfica que representa a f, 
utilizaremos la integral definida para encontrar el área bajo la 
gráfica de f entre a y b. Si f(x) no es positiva para todo x € 
[c, d], donde [c, d] es un subintervalo de [a, b] (véase 
el diagrama), entonces encontramos la integral definida de f 
entre 


[a,c],  [e,d], [a,b] 
separadamente y ajustamos el signo de la integral definida de f 


entre c y d, antes de sumar los tres resultados para encontrar el 
área total. 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Solución 1 


Discusión 
* * 


Se propone el ejercicio siguiente para que ejercite en él las ideas 
introducidas en esta sección y compruebe que están de acuerdo 
con la intuición. 


Ejercicio 2 
Encontrar la integral definida de la función f en [a, b], donde 
| (xe [a,b], b > a > 0) 


y comprobar si corresponde al área bajo la gráfica de f. ba 


Ejercicio 3 
Encontrar el área de la integral definida de la función f en 
[a, b], donde 

de (xe [a,b], b > a > 0) 


y comprobar si corresponde al área bajo la gráfica de f entre a 
y b. 


SUGERENCIA: Para lograr la solución necesitará aplicar el re- 
sultado encontrado en la Unidad 4, Diferencias finitas, página 
46; éste es que la suma de los n primeros números naturales es: 


S,(n) = a E 1) 


Una palabra sobre la notación. Hemos denotado la integral de- 
finida de una función f en [a, b] por 


f 
a 
En los casos particulares, cuando se conoce f, por ejemplo: 


A (x e [a, b]) 


escribimos 
b b 
j XA 0 | (62) 
a a 


y omitimos la expresión del dominio de f porque la parte del do- 
minio que nos interesa aquí es, claramente, la que indica la no- 
tación, es decir, desde “a” hasta “b”. 


En muchos libros de texto encontramos la notación 
b 
roa 
a 


o, en particular, 


b 
j xdx 
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Ejercicio 2 
(5 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Notación 1 
hh + + 


(continúa en la página 31) 


Solución 2 


El intervalo está dividido en n subintervalos de longitud h, don- 
de nh =b-— a. 
Entonces, 
S, = h[f(a) + fla + h)+---+ fía + (n-— 1)h)] 
=h1+1++--+1]=nh=b-a 


(n términos) 


La integral definida entre a y b es el límite de la sucesión $, que 
es (b — a). 


Esta es, evidentemente, el área bajo la gráfica, desde a hasta b. 
3 


Solución 3 


f(x) 


El intervalo está dividido en n subintervalos de longitud h, don- 
de nh = b — a. Tenemos que f(x) = x, de modo. que 


fla)=a,fla+h)=a+h,....f(a+(n— 1)h)=a+ (n— 1jh 
Por consiguiente, 
S, = h[fla) + fla + h) + fía + 2h) + ---+ fla + [n— 1)h)] 
= h[a + (a + h) + (a + 2h) + --- + (a + [(n-— 13h) 


= ma +4*(1+2+3+--+(n- 1)] 
(agrupando los términos semejantes) 
b q 2 
= alba) + A A 
il (remplazando h) 


2 
dy > Sy(n — 1) 
— 2 — 
= a(b — a) + LA 1» (remplazando S,(n — 1)) 
O 
ah E 2-7) 
2 n 
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Solución 2 


Solución 3 


El límite de esta sucesión, cuando n es grande, es 


(b — ay? ol (b? — a?) puesto 1 1 
¡7 LS E que lím + 


n grande 
Por tanto, la integral definida de f en [a, b] es 3(b? — a?). 


a(b— a) + 


Si consideramos el área bajo la gráfica de f, desde a hasta b, co- 
mo la diferencia entre las áreas del triángulo mayor, cuya base 
es el eje x desde el origen hasta b, y del triángulo menor, cuya 
base es el eje x desde el origen hasta a, vemos que esta área es 


que es igual a la integral definida de f en [a, b]. [Ed 


(viene de la página 29) 


Esta es una notación que se ha utilizado por muchos años. Si le 
interesa conocer sus orígenes, consulte un libro de historia de 
la matemática. Las razones por las cuales escogimos la notación 
que usamos se han discutido ya en los inicios de este libro. 


La definición de integral definida que hemos usado no es la más 
general. En particular, hemos escogido, por ejemplo, el caso en 
el cual dividimos [a, b] en intervalos iguales. La integral de- 
finida de f en [a, b] se puede definir satisfactoriamente de 
una manera más general, si omitimos las condiciones: “f es con- 
tinua en [a, b]” y “los subintervalos de [a, b] son de igual 
longitud”. En general, hemos confiado más en la intuición que 
en el rigor matemático; dejamos para cursos superiores la defi- 
nición rigurosa de integral definida. 


En los dos últimos ejercicios encontramos que 


[o—9=5-a y [o—- 


b>a>0 
Por un método similar al que usamos en los ejercicios, se puede 
demostrar que 


$ 


3 


b 
j (x—>o x?) = b 


Para deducir este resultado, se necesita la fórmula de la suma de 
los cuadrados de los n primeros números naturales 


n(n + 1)(2n + 1) 


S2(n) = 6 


que se encuentra en la Unidad 4, Diferencias finitas, página 48. 
Ejercicio 4 


(i) Por los resultados obtenidos hasta ahora, podemos colegir 
(intuitivamente) que el valor de 


b 
j (e): b>a>0, meZ* 
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Tema principal 
*h hh « 


Ejercicio 4 
(2 minutos) 


MB 9.2.1/9.2.2 


puede ser 

pm+1 2 agn+i 
RA 

m m+l 
(b) b a 

m 

pn+1 gn+l 
(c) m>+l 
(d) b” —a 

m 


¿Cuál sería el valor correcto? 


(ii) Para obtener el valor anterior, ¿se necesitaría conocer la 
suma de las 


(a) (m — 1)-ésimas 
(b) m-ésimas 
(c) (m + 1)-ésimas 
potencias de los n primeros números naturales? Po 
Ejercicio 5 Ejercicio 5 


de : E (2 minutos) 
Calcular, utilizando el resultado general de la integral definida 


de x——x”, obtenido como respuesta correcta en el ejercicio 
anterior, los valores de 


4 
ú) j (0 — 1) 


1 
(iii) f (0 1043) " 
0 
9.2.2 Integral definida de combinaciones de 9.2.2 
funciones 
Para ampliar la clase de funciones cuya integral definida poda- Tenia principal 
mos calcular e incluir, por ejemplo, .oro* 


e 
f x= (3x7 + 5x) 
1 

necesitamos dos teoremas (¡a no ser, que recurramos a las series 
nuevamente!). Uno de los teoremas lo extraeremos del ejemplo 
siguiente, y el otro del ejercicio que sigue a éste. 
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Ejemplo 1 


Demostrar que 


[oe 


donde f es una función, c es un número cualquiera y cf es la 
función 


2— di) mn 


Solución del ejemplo 1 


Esta no es una demostración rigurosa, aunque contiene el argu- 
mento esencial. 


Para definir la integral definida de f entre a y b utilizamos el 
límite de la sucesión S, donde 


S, =hlf(a) + fla+h)+---+$f(+4n— 1)h)] 
Del mismo modo, para definir la integral definida de (cf) entre 
a y b necesitaríamos utilizar el límite de la sucesión T, donde 

T, = h[cfía) + cfía + h)+---+<fla + [n— 1jh)] 

= CS, 

Se sigue, del resultado que aparece en la página 37 de la Unidad 
7, Sucesiones y límites l, que 

lim: =c lim: S 


y, por consiguiente, 
b b 
| a=ef,s E 


Ejercicio 1 
Demostrar, utilizando la definición de integral definida, que si 


f(x) y g(x) son positivas para todos los valores de x en [a, b], 
entonces 


[uro-[1+5s ES 


En la Sección 7.3.1 de la Unidad 7, Sucesiones y límites I, pági- 
na 35, dedujimos, intuitivamente, el resultado siguiente: 


lím(S + T) = límS + lím T 


= 


(En el apéndice se dio una demostración más rigurosa.) En esa 
_sección de la Unidad 7 interpretamos este resultado en térmi- 
nos de morfismos y, ahora, podemos, del mismo modo, interpre- 
tar nuestro actual resultado. 


Sea F el conjunto de todas las funciones f que admiten la eva- 
luación 


f y 
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Ejemplo 1 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


(continúa en la página 35) 


Solución 9.2.1.4 


i) (e) 
(ii) (b) ps 


Solución 9.2.1.5 
(i) 64 
(11) 82 


(111) 


th 


Probablemente ya se ha dado cuenta que el cálculo de 
b 
f (E) (meZ*) 


a partir de los principios básicos se hace más y más complicado 
cuando aumenta la magnitud de m. Esta es la razón por la cual 
dejamos ese tipo de cálculo hasta que consigamos algunas herra- 
mientas en la Unidad 13, Integración Il, que facilitarán su ma- 
nejo. La fórmula que obtenemos si efectuamos los cálculos es, co- 
mo ya hemos observado, 


m+1 — qgn+! 


ia 
m>+l ME 


b 
j (pe xi) = 


De hecho, aunque no podemos demostrarlo en este momento, es- 
ta fórmula es válida para (mn € R,m 4 —1), y puede suponerlo 
asien todos los ejercicios de esta unidad. 


Tabla de integrales definidas de 
funciones polinómicas sencillas 


" Ps 


x= ] b=a 
b? — a? 
a 
2 
3 B=a? 
==> 
3 
pm+1 == gm+l 


Las dos primeras se dedujeron en el texto; indicamos cómo se 
puede probar la validez de la tercera, y puede utilizar el resulta- 
do general aunque no haya sido demostrado. 


Solución 1 


Escriba 
S, =h[fíla) + fla+ h)+---+f(a +(n— 1)h)] 


T, = h[g(a) + g (a+ h)+--- + g(a + (n— 1;h)] 


y tome los límites apropiados. [E] 
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Solución 9.2.1.4 


Solución 9.2.1.5 


Discusión 
h $ 


Solución 1 


MB 9.2.2 


(viene de la página 33) 
Si a y b son números reales fijos, entonces la función I, defini- 
da por 


b 
1/1 (feF) 


aplica los elementos de F al conjunto de los números reales. 


Entonces, el resultado de este ejercicio resulta ser 
Uf + g) = US) + Ig) 


donde el signo + de la izquierda representa la adición de fun- 
ciones, y el + de la derecha denota la adición de números rea- 
les. Podemos expresar este resultado diciendo que / es un mor- 
fismo de (F, +) en (R, +). 


El diagrama conmutativo apropiado es: 


fa ¡$3 


l 1 
aun, ls IF) + Ig) = U£ + g) 
Observando que, por ejemplo, 


1 
| —1=1 


0) 


1 
j xx 2x = 1, 
0 


vemos que J es muchos-a-uno y, por tanto, es un homomorfismo. 
De hecho, podríamos enfocar esta sección desde este punto de 
vista, observando primero la función ] y, después, investigando 
si es compatible con cualquiera de las operaciones binarias co- 
nocidas en F, por ejemplo, +, X y o(la composición de funcio- 
nes). La respuesta correspondiente a X yoes que no son com- 
patibles. 


Ejemplo 2 Ejemplo 2 
Calcular 


3 
j xH—(3x? + 5x) A 


1 


Solución del ejemplo 2 


3 
j (x—— (3x? + 5x)) 
bl 


3 3 
se j (a—— 3x3) + j (x—— 5x), por la regla del 
1 1 ejercicio 1 


35 


3 3 
= 3 Lo x3) + 5] (x—— x), por la regla del 
4 1 ejercicio 1 
34-11 3? — 1? 
ARES 
= 80 ln 


Ejercicio 2 


Calcular 


4 
(1) 1 x—>(2x? + 7x — 3) 
2 


2 
(11) f x—— (4 — x?) 
-2 


3 
(iii) f xH—>(x? — x) 
2 


3 
(iv) f x—(x — 1)(x — 2) 


0 


(v) ¿Cuál es el área bajo la gráfica de f de (iv)? ES] 


Con frecuencia es posible encontrar áreas de regiones más com- 
plejas con muy poco esfuerzo extra. 


Supongamos que deseamos encontrar áreas que están limitadas 
por curvas y por rectas especificadas por ecuaciones de la forma 
x =cC,c ER, pero no están limitadas por el eje x; por ejemplo, 
el área sombreada en rojo en el diagrama: 


En vez de tratar de formar rectángulos para determinar el valor 
numérico de esta área, considerémosla como la diferencia de dos 
áreas limitadas por el eje x. Obsérvese más detenidamente la 
parte (iii) del último ejercicio desde un punto de vista gráfico. 


Puesto que las imágenes de x producidas por las funciones 
xH—> (x? — x), x —>xu?, x—>x no son negativas si x es- 
tá en [2, 3], la integral definida 


xH—> (x? — x) 


2 
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Ejercicio .2 
(3 minutos) 


Tema principal 
*.n..*Nn * 


MB 9.2.2 


representa el área coloreada del diagrama (a), y las integrales 
definidas 


3 3 
| a ! (x= xx) 
2 2 


representan, respectivamente, las áreas ABEF y ABCD del dia- 
grama (b). 

Puede ser que las “reas sombreadas en (a) y (b) no parezcan igua- 
les, pero puesto que 


N (0 (x? — x)) = Pe—x) SS 14 (0 x) 


a 2 


esas áreas sí son iguales. 


Ejercicio 3 Ejercicio 3 
e. . E . (5 minutos) 
Escribir la integral definida, o la suma de las integrales defini- 


das, que represente las áreas de las siguientes gráficas y, después, 
evalúe. 


(1) 


(continúa en la página 38) 
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Solución 2 


(i) IN (u—— (2x? + 7x — 3) 


= 2) - 1 0—x - 31) 


= A. uo -) 4 1 2 = 3042) 


3 2 
_22 
sá 3 
(íi) 4 
(ii) 4 
(iv) 3 2 
(v) 


En el diagrama se muestra la gráfica de la función. Como una 
parte de la gráfica de la función está debajo del eje x, la integral 
definida en (iv) no nos da el área buscada. Por eso, dividimos 
la integral definida en 3 partes. En la primera y en la tercera to- 
dos los términos son positivos mientras que en la segunda son 
negativos. Las integrales definidas apropiadas son 


1 
j (0 (x? — 3x + 2) =¿ 
0 
2 
j (1 —(x? — 3x + 2) = -) 
1 


3 
j xH—(x? —- 3x+2)=¿ 
2 


El área es la suma de las magnitudes de estas tres integrales de- 


finidas =¿+¿+¿=4, 
(viene de la página 37) 


(ii) 
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MB 9.2.2 
Solución 2 


MB 9.2.2 
(111) 


Para esta última, se necesita el resultado: 
b 
| x— x1/2 = Ub?/? pe a?) 
a 


(iv) ¿Es una coincidencia que (ii) y (iii) tengan la misma res- 
puesta? ] 


Ejercicio 4 Ejercicio 4 
(3 minutos) 


Si el área sombreada representa una pieza de metal de 1 cm de 
espesor, y si x y sus imágenes están medidas en centímetros, 
calcular el volumen del material contenido en dicha pieza. 
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Solución 3 


(ii) 


(111) 


(iv) 


Solución 4 
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1 
| «—-)=4 


1 2 
/ x-—>(8x — 2x?) + j x-—> (8 — 2x?) = Y 


1 


0) 


La primera integral representa el área coloreada; la segun- 
da representa el área sombreada en negro. Encuentre pri- 
mero las intersecciones adecuadas de las gráficas y, des- 
pués, escriba las integrales para dar el resultado anterior. 


—(S* un 3) _2 
3 


NO. En (iii) hemos trazado las gráficas de las funciones 
recíprocas de las funciones usadas en (ii). Podríamos utili- 
zar el mismo diagrama que en (ii), con sólo intercambiar 
los ejes. Con frecuencia encontraremos la posibilidad de 
formar la integral definida “de la otra manera”; esto es, 
usando las funciones inversas. Sin embargo, como vemos 
en este ejemplo, la simplificación y sencillez ganadas en la 
representación del área se puede perder en la confusión de 
la nueva función. 


MB 9.2.2 


Solución 3 


Solución 4 


MB 9.2.2/9.3.0/9.3.1 


Si se calculan separadamente las áreas que quedan a uno y otro 
lado del eje x, tendremos 


2 2 
/ (0—— x?) + la magnitud del | (a -| 
10] 


0 
=34+2=% 


de modo que el volumen es *£cm?. También podemos represen- 
tar el área total mediante una sola integral definida 


2 2 
f x— 8 — (xp) = [ x— (xa? + x)= 2%, 
0 0) 


y, de nuevo, encontramos que el volumen es *+cm?. Ñ 


93 ALGUNAS APLICACIONES DE LA 9.3 
INTEGRAL DEFINIDA 


9.3.0 Introducción 9.3.0 


Hemos definido la integral definida de f en [a, b] como el lí- Introducción 
mite de la sucesión * 


A A 
donde 
S, = h[f(a) + fla + h)+---+ fía + (n— 13h)] 


También hemos demostrado que, supuesto que las imágenes son 
positivas, esta integral nos da el área bajo la curva entre a y b. 
En esta sección analizaremos otras situaciones físicas que pro- 
ducen sumas de términos que conducen a una integral definida. 
Por ejemplo, los términos de la sucesión S,, S», S3,..., Sn,..., 
que utilizamos para representar las sumas de las áreas de los rec- 
tángulos, se puede usar para representar las sumas de volúmenes 
de ciertas formas típicas. En la próxima sección analizaremos 
este punto más detenidamente. 


9.3.1 Volumen de un sólido de revolución 9.3.1 
Consideremos una región limitada por la gráfica de una función Tema principal 
f (cuyas imágenes son positivas en [a, b]), por las rectas es- $918 


pecificadas por x = a y x = b, y por el intervalo del eje x com- 

prendido entre a y b. Pensemos en el contorno de la figura, e 

imaginemos que gira alrededor del eje x. Se genera así la superfi- 

cie limitante de un sólido. Generalmente nos referiremos a la 

rotación de la gráfica de f alrededor de [a, b] (sobrentendien- 

do la rotación del área). El volumen de tal sólido se llama volu- Definición 1 
men de revolución, y el cálculo de estos volúmenes es sencilla- E 
mente una aplicación de la integral definida. 


Como ejemplo, investigaremos el problema de encontrar el volu- 
men de un cono generado por la rotación de la hipotenusa de un 
triángulo rectángulo, alrededor del eje x. 
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Sabemos, desde luego, que el volumen, V, de un cono viene da- 
do por la fórmula V = ¿rR?H donde H es la altura del cono y 
R el radio de la base. Deduciremos esta fórmula. 


En vez de los rectángulos elementales (usados en el cálculo del 
área) escogeremos discos de espesor h; son semejantes a los dis- 
cos de un juguete infantil como el que se muestra en la figura. 


Si hay n discos, tenemos que 


h=2, 
n 


y la generatriz del cono será la gráfica de la función 


— E (x € [0, H]) 
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El radio de cada uno de los n discos viene dado por una ordena- 
da. Supongamos que las n ordenadas corresponden a los puntos 
os ps o ny, ¡entonces 


Xm = mh (mi=:0, 1,27... 1 — 1) 


y la correspondiente ordenada es la imagen de xm, de modo que 


y el volumen de un disco elemental es, por consiguiente, 
Rmh)? 
al——] h 
E 
El volumen total de estos n discos es 


R?h? R?h? 
Y =0+% x 14 E x m4... 


R? R? R? 


Escribimos la expresión de V, de esta manera porque vamos a 
compararla con la suma cuyo límite sabemos que es una integral 
definida, en vez de lanzarnos a largos procesos algebraicos para 
encontrar la suma de nuevo. Así, comparando V, con S,, dada 
en la página 25: 

S, = h[f(a) + fla + h) +++ + fla + mh) + --- 

+f(a + [n — 13h) 
es muy fácil ver que la función apropiada es 
TR? 

Sie 
y que los extremos de la integración son a =0 y b =nh+a = 
nh = H. 


Así, pues, 
TR?x? 
H? 


H 
lím Y = límS = j x— 
o 
= inR?H 


Con un poco de experiencia, abreviaríamos aún más la compara- 
ción. Pasaríamos directamente del volumen del disco elemental 
que está en la m-ésima posición: 


Ru” 
e h 
a la función apropiada y, después, a la integral, dejando a un la- 


do ““h” y el subíndice “m”. De hecho, la justificación de tal pro- 
cedimiento se saca de todo el argumento anterior. 


Podemos generalizar la integral definida para encontrar volú- 
menes de revolución. Si el volumen de revolución formado por la 
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MB 9.3.1 


rotación, alrededor del eje x, de la gráfica de x entre x = a y 
x = b, entonces el volumen generado es 


b b 
| «—x10 o n| 6 


a a 


b 

(También podríamos usar "| f? pero, en tal caso, f?, que aquí 
a 

denota f X f, podría confundirse con fo f,) 

En la notación alternativa tendríamos que 


b b 
Puro as 0 n/ y? dx 


donde y = f(x). 


A continuación aparecen dos ejercicios parecidos, en los cuales 
se pide encontrar volúmenes de sólidos de revolución. Si cree 
que puede desarrollar ya este tipo de ejercicio, confírmelo abor- 
dando uno de los dos, y pase, después, a la Sección 9.3.2. 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
(3 minutos) 


«contrar el volumen del balde, de figura de tronco de cono, que 
ane las dimensiones indicadas en la figura. a 


Ejercicio 2 Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Encontrar el volumen de revolución generado por la rotación de 
la gráfica de 


— e  (xe[1,2)) 


alrededor del eje x. 
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9.3.2 Promedios 


En la Sección 9.1 vimos un ejemplo de un problema de excava- 
ción y determinamos el volumen de tierra y roca que era nece- 
sario remover. Resolvimos el problema determinando el área de 
la sección producida por un corte trasversal. En la práctica, 
cuando el ingeniero examina el terreno donde se han de efec- 
tuar los trabajos, con frecuencia, hace algunos cálculos mentales, 
“añade un poco aquí” y “quita un poco de allá” y obtiene una 
profundidad media para estimar el área de la sección trasversal. 
Por ejemplo, frente a un terreno como el de la figura, podría su- 
poner que el área de la región coloreada es igual a la de la región 
en negro, y que el área de la sección trasversal requerida es igual 
al área del rectángulo OABC. 


f(x) 


Superficie del terreno 


Probablemente llamará “altura media” del terreno a la altura de 
este rectángulo. Si suponemos que la curva es la gráfica de una 
función f entre a y b, con respecto a unos ejes apropiados, en- 
tonces el área de la sección trasversal es, por supuesto, 


f Ñ 
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9.3.2 


Tema principal 
h »* $ 


(continúa en la página 46) 


MB 9.3.1/9.3.2 
Solución 9.3.1.1 


Solución 9.3.1.1 


La ecuación de la curva limitante viene dada por 
y-10 _ x-0 


15M 3-8 


x 
e ll 


Por consiguiente, el volumen está expresado por 
25 $e 2 
n | x— |= + 10 
o 5 


25 x? 
= —|—+4 
"| x [+ x + 100] 


O A g 
= > +4 + 100(25 o) 


el r(2 x 625 
3 


12440 cm? 


12,44 litros (con 4 cifras significativas) 7 


Solución 9.3.1.2 


Solución 9.3.1.2 
2 
Volumen -| x —> (x?)? 
1 
m(25 — 15) 
S 
mi 
5 


a 
(viene de la página 45) 


La longitud de la base de nuestro rectángulo es, entonces, b— a, 
y si su altura es H, tenemos que el promedio (valor medio) es 


l a 
promedio de f(x) en [a,b] = H = —— | f Definición 1 
b-aJ, pa 
que se puede abreviar a 


b - 5/1 


promedio = 


Ejercicio 1 
Encontrar el promedio de f(x) en [0, 4], donde f es la función: 
x—x? (xe6[0, 4]) 


9.3.3 Velocidad y distancia 


Un caminante efectúa un recorrido de cuatro horas, excluyendo 
los descansos. Por su experiencia calcula que su velocidad media 
ha sido de 5 km/h. Se concluye que su caminata fue de unos 
20 km. El cálculo fue rápido y directo porque 


Velocidad 


Tiempo 
velocidad X tiempo = distancia 


hemos supuesto la velocidad constante. (Usamos “velocidad” 
por rapidez o magnitud de la velocidad.) Una representación 
gráfica de la velocidad en función del tiempo muestra que el área 
bajo la gráfica (un rectángulo en este caso) representa la distan- 
cia recorrida. 


Del mismo modo, aun cuando la velocidad no sea constante, la 
distancia recorrida también estará representada por el área ba- 
jo una gráfica apropiada. Podemos ver que esto es así con sólo 
dividir el intervalo de tiempo en n subintervalos iguales y, des- 
pués, suponer que la velocidad es constante en cada uno de esos 
subintervalos de tiempo. La distancia recorrida durante cada 
subintervalo está, entonces, representada por el área de un rec- 
tángulo, y la distancia total es la suma de las áreas de los n rec- 
tángulos. Si n es grande, obtenemos así una buena aproximación 
del área bajo la gráfica. 


Preferimos utilizar aquí “velocidad” en vez de “rapidez” porque 
velocidad significa rapidez en una dirección y sentido conoci- 
dos. Cuando consideramos un movimiento sobre una recta diri- 
gida, tomamos la velocidad positiva si su sentido coincide con 
el de la recta, y negativa si tiene sentido contrario. 


El cálculo de la distancia recorrida no es tan fácil como en el ca- 
so del caminante porque ahora el área buscada viene dada por 
una integral definida. Debemos tener cuidado con la interpreta- 
ción física de la “distancia” en relación con la integral definida 
cuando el valor de la función velocidad se hace negativo. En ca- 
da problema en particular, ¿significa la distancia total recorri- 
da o la distancia a que se encuentra el objeto del punto de par- 
tida? En el ejercicio siguiente ilustramos el significado de esta 
diferencia. 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


9.3.3 


Tema principal 
h  * 


(continúa en la página 48) 


Solución 9.3.2.1 


4 Sia 03 
Promedio = al. xt x? = E 


(viene de la página 47) 


Ejercicio 1 
Una pelota, lanzada verticalmente hacia arriba con una veloci- 


dad inicial de 20 m/seg, tiene a los t segundos una velocidad 
que viene dada, aproximadamente, por 


v(t) = (20 — 10t) m/seg 


Determinar: 


(i) a cuántos metros del suelo se encuentra la pelota al cabo 
de 3 segundos, y 
(ii) cuántos metros ha recorrido en ese tiempo. 


(El ejercicio 9.2.2.2, partes (iv) y (v), de la página 36, le sugerirá 
el enfoque que le debe dar a este problema, si tiene dificultades.) 


9.3.4 Algunas otras aplicaciones 


Hasta la Sección 9.3 habíamos considerado las aplicaciones de 
las integrales definidas a volúmenes de sólidos de revolución, 
promedios, velocidades y distancias. A continuación se dan las 
líneas generales de dos aplicaciones en ingeniería. Si no le re- 
sultan familiares no las tenga en cuenta; únicamente se intro- 
ducen como ayuda para aquellos que tienen conocimientos bási- 
cos de la materia. 


El cálculo de la fuerza total ejercida sobre una superficie cual- 
quiera sumergida en agua, tal como una compuerta, requiere una 
integración, sobre el área apropiada, de la presión en cada pun- 
to. La presión crece linealmente con la profundidad. Si la sec- 
ción trasversal de un canal fuera triangular, iríamos a una inte- 
gral definida de la forma 


—=—==zz>==>A>>>>>>AAA. 


E 


[¡«—2 


donde z es la variable que representa la profundidad por debajo 
de la superficie del agua. 
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Solución 9.3.2.1 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


9.3.4 


Discusión 
* 


Para determinar la potencia, por ejemplo, de una máquina de 
vapor, se requiere la evaluación de una integral definida del tipo 


un» 


donde v es el volumen, p la presión en el cilindro, y fes una fun- 
ción que aplica v a p. 


Existen muchos otros ejemplos del uso de la integral definida en 
la ciencia y la ingeniería, y, sin duda alguna, cuando avance en 
sus estudios, encontrará algunos de ellos. También es interesan- 
te notar que cierto proceso eléctrico se puede representar me- 
diante una integral definida y que este proceso se puede invertir 
ventajosamente; esto es, se puede diseñar un instrumento eléc- 
trico capaz de evaluar integrales definidas. Por ahora usaremos 
la palabra integrar para significar la evaluación de una integral 
definida. En la Unidad 13, Integración II, le daremos un signifi- 
cado más amplio, pero por ahora nos basta éste. También existe 
un instrumento mecánico, llamado planímetro, con el cual se re- 
corre el contorno de una figura y nos da su área. Si usted cae 
en la cuenta, un pluviómetro es un integrador. Es más, es un 
integrador aun cuando usted no caiga en la cuenta de ello.* In- 
tegra la razón de lluvia caída durante un período específico. Y lo 
mismo sucede con el barómetro que suma o integra los pesos de 
todas las moléculas de aire que están por encima de él; la den- 
sidad (= masa/volumen) en cada nivel de la atmósfera se re- 
presenta por una función bastante complicada. 


Por último, busque en un diccionario la definición de “integral”. 
Es una de las palabras a las que se les da un significado mate- 
mático especial y, aún así, retiene mucho de su significado usual 
y corriente. 


9.4 METODOS MAS REFINADOS DE 
APROXIMACION DE INTEGRALES 
DEFINIDAS 


9.4.0 Introducción 


En esta unidad hemos definido la integral definida de una fun- 
ción como el límite de una sucesión y hemos demostrado que, 
para ciertos casos (funciones polinómicas sencillas) podemos 
evaluar este límite. En la Unidad 13, Integración II, obtendremos 
un resultado general que nos permitirá ampliar el conjunto de las 
funciones integrables. Ahora bien, aun allí encontraremos mu- 
chas funciones en las cuales no es aplicable el proceso general, 
por ejemplo, 


1 
A 
0 x- 1 


*+Hemos añadido este comentario porque nuestra siguiente unidad trata de ló- 
gica. 
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Definición 1 
h €* 


o 
He 


9.4.0 


Introducción 
- $ * 


(continúa en la página 51) 


MB 9.3.3 


Solución 9.3.3.1 . Solución 9.3.3.1 


En este diagrama, igual que en el diagrama del ejemplo del ca- 
_minante, las distancias están representadas por áreas. 


Velocidad v 


Tiempo t 


En este caso podríamos aplicar la fórmula del área de un trián- 
gulo, pero, sin embargo, usaremos las técnicas de la integración 
para ilustrar el método general. 


La gráfica corta el eje ten t = 2, lo cual indica que, al cabo de 
2 segundos, la velocidad de la pelota es cero. De ahí en adelante, 
la velocidad es negativa; esto es, la pelota está regresando a la 
tierra. En consecuencia, la pelota alcanza su máxima altura a los 
2 segundos. Para calcúlar la distancia recorrida hasta ese mo- 
mento evaluamos 


2 
1 t——> (20 — 10t) = 


Por consiguiente, la pelota se encuentra a 20 metros de altura, 
con respecto al punto de partida, a los 2 segundos. ' 


1 


5m 


| 


20m 


En el segundo siguiente recorre una distancia que está dada por 
3 
/ tH— (20 — 10t) = —5 
donde el signo negativo indica, como esperábamos, que la pelota 


está cayendo durante este período. 


Las respuestas, por consiguiente, son: 
(i) 0 — S)m = 15m, 
(ii) Q0 + 5)m = 25m. 


La respuesta obtenida en (i), 15 m, es el resultado de la evalua- 
ción de E 


j (t—— (20 — 10t) 
0 


S0 


esto es, la integral definida representa la distancia al punto de 
partida. Lo más importante que hay que observar aquí es que, 
si formamos la integral definida sobre un dominio donde las 
imágenes cambian de signo, no necesitamos dividir el dominio 
en subdominios donde el valor numérico sea todo positivo o to- 
do negativo. Solamente necesitamos hacer esto cuando las exi- 
gencias físicas del problema lo piden, como para la distancia 
recorrida en la parte (ii) del ejemplo anterior, o en la parte (v) 
del ejercicio 9.2.2.2. En 


(viene de la página 49) 


o en las cuales es inútilmente complicado, por ejemplo 


18 x5 
AAA == 


0 l=x 


Cuando encontremos integrales como éstas en la vida práctica, 
lo que en realidad necesitaremos es una respuesta numérica que 
sea correcta con determinado grado de exactitud. En esos casos, 
podremos volver al proceso original de aproximación (o a algunas 
variaciones del mismo). Así, obtendremos una estimación del lí- 
mite con una exactitud dada, en vez de una fórmula exacta del 
límite. 


9.4.1 Regla de los trapecios 


Volvemos ahora a una copia de la figura que utilizamos en el 
ejemplo inicial de la Sección 9.1.2, donde buscamos el área de 
una parte de una parábola. Recuérdese que hallamos una buena 
estimación del área usando 


HA, + 4,) 
donde A, = la suma de las n áreas de los rectángulos mayores, 


y an = la suma de las n áreas de los rectángulos menores, donde 
n es el número de intervalos. 


(0) 


¿Cuál es el significado geométrico de todo esto? La semisuma de 
un rectángulo mayor y un rectángulo menor (en la figura se esbo- 
za un ejemplo) es igual al área del trapecio ABCD cuyo lado su- 
perior, CD, se ha trazado con línea punteada. Así, la aproxima- 
ción que hicimos anteriormente era equivalente al trazado de 
todas las rectas punteadas (una por cada intervalo) como con- 
torno superior del área. Esto es, aproximamos el área total me- 
diante la suma de las áreas de los trapecios así construidos. 
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9.4.1 


Tema principal 
*. Rh * 


MB 9.4.1 
Regresemos al caso en que f(x) es no negativa en [a, b]. 


b 
Supongamos que queremos encontrar j f donde la gráfica de f 
es 7 


f(x) 


xr» f(x) 


a b x 


Construimos el conjunto de líneas punteadas, igual que en el ca- 
so de la parábola. Supongamos que las ordenadas de los puntos 
de la gráfica en 


a,a+h)ja+2h,....a+nh=b 
son, respectivamente, 


Yo» Y1>Y2>-++> Yn 
donde 


Del ejercicio 9.1.0.1, tenemos que 


(área del primer trapecio de la izquierda)  = ¿(Yo +Fy) xh 

(área del segundo trapecio de la izquierda) = ¿(y, + y,) X h 
y así sucesivamente, hasta 

(área del último trapecio) = Hy,-1 + Y.) x h 


Por consiguiente, sumando todas estas igualdades, obtenemos: 


área total de todos los trapecios 
h 
= ¿00 + 2), + 2)Y2 +++ +2),-1 + Ya) 
y, por consiguiente, 
o 
j f= 500 + 2), + 2)2 +: +2),-1 + J») 


donde = significa “es aproximadamente igual a”. 

Este resultado se conoce como la regla de los trapecios para eva- Definición 1 
luar integrales definidas*. Como indicamos en la Unidad 2 is 
Errores y exactitud, debemos ahora preguntarnos: “¿Cuán apro- 

ximado es “aproximado”?” 


Para responder la pregunta consideremos nuevamente la pará- 
bola. Nos basaremos en que, para la aproximación mediante los 
rectángulos, supuesto que en todo el intervalo la función es cre- 


*Véase la nota en la página 57. 
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ciente o decreciente, la diferencia, An. — an, es el área del ma- 
yor rectángulo. (Véase la página 18.) En el caso de la parábola: 


A, — a, =h|f(b)— fía dondeh = poe 


La cota de error absoluto de la mejor estimación del área, HA, + 
an), es ¿(An —.4an) que, en el caso de la parábola, es 


h 
31/(0) — fa) 


Lo que debemos observar acerca de esta fórmula es que, como 
f(b) y fla) no dependen del número de rectángulos que hemos es- 
cogido para nuestra aproximación, la cota de error absoluto es 
proporcional a h, la longitud de cada subintervalo. 


Volvamos al caso general. La diferencia entre este caso y el de 
la parábola es que la gráfica de la función f deja de ser sólo cre- 
ciente o decreciente en todo el intervalo. (Véase la figura de la 
página 52.) Sin embargo, basta dividir [a, b] en intervalos 
menores de manera que la pendiente de la gráfica tenga el mismo 
signo dentro de cada uno de ellos, y aplicar en cada subintervalo 
el argumento anterior. Puesto que el método de los rectángulos es 
equivalente a nuestro método de los trapecios, entonces lo mejor 
que podemos decir acerca de la cota de error absoluto de la regla 
de los trapecios es que también es proporcional a h. 


En realidad es, en general, más exacta que el método de los rec- 
tángulos. 


Ejemplo 1 
¿Cuántos intervalos necesitamos, a lo sumo, para evaluar 
1 
f 1 
ES 
0 a =+ 1 


con una exactitud de dos «cifras decimales, mediante la regla 
de los trapecios? 


ds 1 ; 
En la práctica, cuando evaluamos po redondearíamos los 
x 


valores de las imágenes a algún número conveniente de cifras 
decimales, de modo que la cota de error en cada imagen sea e, 
digamos. ¿Cuántas cifras decimales deben tener las imágenes 
calculadas para asegurar que la integral es exacta hasta la segun- 
da cifra decimal, y cuántos intervalos se necesitan para asegurar 
que la exactitud final comprenda dos cifras decimales? E 
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Ejemplo 1 


MB 9.4.1 
Solución del ejemplo 1 


Una cota de error absoluto, cuando se usa la regla de los trape- 
cios, es 


hy h 
570) —F0) = 32 da” 
donde 
1 
dd b=1 y a=0 


(f(x) decrece cuando x crece en [0, 1].) 


Para una exactitud de 2 cifras decimales la cota de error absolu- 
to debe ser menor o igual a 0,005 = 5 Xx 10-3, 
Por consiguiente, 


755x107 


de manera que 
DEZA 107 


y, entonces, si el número de intervalos es n, tenemos que 


Por consiguiente, se requiere un mínimo de 50 intervalos para 
garantizar la exactitud requerida (con nuestro conocimiento ac- 
tual acerca de la exactitud de la regla de los trapecios). 


Tenemos que 
> h 
[1=30+ 2y, OS + 2Y.-1 + Y.) 


A la derecha hay 2n valores de f(x). Si cada ordenada tiene un 
error intrínseco e, el error total del lado derecho es (véase la 
Unidad 2, Errores y exactitud) 


Y ee MK 


2 
esto es, un error total de e en este caso particular porque 
(b — a) = 1 (nótese que este resultado es independiente del 


número de intervalos). 


Para estar realmente seguros que nuestro error total, provenien- 
te del uso de la regla de los trapecios y de los datos inexactos, 
no pasa de 0,005, podemos usar 100 intervalos (el error absolu- 
to que se introduce por la regla de los trapecios es, entonces, 
< 0,0025) conjuntamente con datos aproximados a 3 cifras de- 
cimales (que introducen un error < 0,0005) para dar un posible 
error total de 0,0030; pero, de hecho, 50 intervalos y datos exac- 
tos en 3 cifras decimales serán, en general, suficientes. a 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
(5 minutos) 
Repetir el último ejemplo usando esta vez la integral definida 


2 
j x——> exp (— x?) 
0 

con una exactitud de 3 cifras decimales. [e-* = 0,0183]. a 
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9.4.2 Regla de Simpson 


La regla de los trapecios nos dio una aproximación del área bajo 
una curva, mediante el uso de un conjunto de segmentos de rec- 
ta como contorno. Un modo obvio de mejorar la cualidad de la 
aproximación es tomar alguna parte de curva como contorno su- 
perior del área. Al deducir la regla de los trapecios tomamos cada 
par de puntos consecutivos (a + mh, Ym) y la + (m + 1)h, 
Ym+1) m =0,..., n — 1, y buscamos la recta que pasa por 
ellos (aunque no llegamos a especificar su ecuación porque ya 
conocemos el área de un trapecio) y usamos un segmento de esa 
recta como contorno superior del área. Ahora introduciremos 
(no más que eso) la regla de Simpson para aproximar el área bajo 
una curva. 


En la Unidad 4, Diferencias finitas, cuando estudiamos la in- 
terpolación polinómica (Sección 4.3.2), encontramos que podía- 
mos interpolar (esto es, encontrar valores correspondientes a 
puntos intermedios de dos valores de la tabla) con una exacti- 
tud mayor si aumentábamos de grado el polinomio que nos daba 
la interpolación. Tenemos aquí una situación equivalente. La 
regla de la interpolación lineal usa el mismo grado del polinomio 
de aproximación, esto es, 1, que la regla de los trapecios (en la 
cual remplazamos el contorno curvo por un conjunto de segmen- 
tos de recta). La regla de interpolación cuadrática usa el mismo 
grado del polinomio de aproximación, esto es 2, que la regla de 
Simpson (en la cual remplazamos el contorno curvo por segmen- 
tos parabólicos). El elemento básico de área es ahora el que se 
muestra en el diagrama y que comprende dos intervalos con una 
superficie cuyo contorno superior es un arco de parábola. Asi, 
necesitamos ahora dividir el intervalo total en subconjuntos de 
“2 intervalos” o de “3 puntos”. 


¿Qué implicación tiene esto en el número de subintervalos que 
usemos? La respuesta es que el número de subintervalos que de- 
bemos usar ahora es par. 


Un esquelético bosquejo de los pasos básicos del argumento apa- 
rece a continuación en el texto. Es posible que quiera compro- 
bar algunos de los pasos y llenar los detalles si tiene tiempo; si 
no, lea rápidamente esta sección. 


Considere un subconjunto de “3 puntos” en el cual, los 3 puntos 
que se han de adaptar tienen, en la curva dada, las siguientes 
coordenadas (—h, yo), (0, y,), (h, y>). La función polinómica 
cuadrática que nos da la aproximación es de la forma 


S:x—azx? + a1x+a% — (xe[—h,h)) 
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9.4.2 


Tema principal 
+ Rh «+ 


Solución 9.4.1.1 
Su respuesta debe contener lo siguiente: 


e” ** decrece cuando x crece en [0, 2] 


2. 2? , 
n=,3 3x0” 2000 intervalos 


Si el error en cada ordenada es e, entonces el error en el resul- 
tado es 2e. Por consiguiente, tendríamos que utilizar 2500 in- 
tervalos (que producen un posible error de 4 X 107*) con datos 
exactos en 4 cifras decimales (lo que produce un posible error de 
1 x 10%). ls] 


(viene de la página 55) 


Se puede demostrar: 


h 
(i) mediante la evaluación | f, que el área bajo la gráfica de 
f es Es 


(ii) mediante la solución de un sistema de tres ecuaciones si- 
multáneas (o mediante la fórmula de interpolación de La- 
grange: véase la Unidad 4, Diferencias finitas) que 


do = Y, 
Ya = Yo 
a 
= 2y, + 
qee Yi FY2 


2h? 


(iii) mediante la sustitución de los resultados de (ii) en el re- 
sultado de (i), que el área bajo la gráfica de f es 


h 
3 00+ 4y, + ya) 


Este resultado da la aproximación del área bajo la curva origi- 
nal correspondiente a un intervalo cualquiera de “3 puntos” 
donde las ordenadas son yo, y, y y». Así, en el siguiente inter- 
valo de “3 puntos” cuyas ordenadas son y», yz, Y4 (este inter- 
valo está punteado en negro y en color en la figura), la aproxi- 
mación del área es: 


h 
3 0» + 4y3 + ya) 


Continuando de esa manera, obtenemos (en el caso de la función 
de la gráfica) como aproximación del área total: 


h 
3 Wo+ 4Y1 + 2y2 + 4y3 + 2ya + 4ys + yo) 
De hecho, la fórmula general, con n intervalos (n es par), es 
a h 
| 1=300+ 00 +29 ++ 891 + 90) 
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Solución 9.4.1.1 


Esta fórmula se conoce como regla de Simpson. 


En general es cierto que se pueden obtener mejores aproximacio- 
nes (con el mismo número de intervalos) cuando se usa la regla 
de Simpson en vez de la regla de los trapecios, pero nuevamente 
necesitamos el cálculo para demostrar más explícitamente este 
aserto. Probablemente pensará que, si sustituimos el contorno 
superior de cada intervalo por una curva cúbica que se adapte 
a cuatro puntos, conseguiremos una aproximación mejor que la 
obtenida de la curva cuadrática adaptada a tres puntos como en 
la regla de Simpson. Esta conjetura, sin embargo, es falsa (aun- 
que si sustituimos el contorno, en cada intervalo, por una curva 
de cuarto grado que se adapte a cinco puntos, vuelve a mejorar 
la exactitud). El problema es que la complejidad de expresión au- 
menta notablemente y, así, lo que ganamos por una parte lo per- 
demos por la otra. Solamente en aquellos casos en que se consi- 
gue una fórmula más bien sencilla, como la fórmula de Gauss para 
once puntos, en la cual se usa una curva de décimo grado para 
aproximar el contorno superior de cada intervalo, podemos de- 
cir que la fórmula adquiere algún valor; pero, aun en esos casos, 
ya no se suelen usar porque los computadores modernos pueden 
efectuar el ciclo repetitivo de los procedimientos de las reglas del 
trapecio y de Simpson, con toda la exactitud deseada, usando 
muchos intervalos. 


Nota 

Hemos obtenido la regla de Simpson y la regla de los trapecios 
para f' f considerando el área bajo la gráfica de f entre a y b. 
Por simplificar el problema hemos considerado el caso especial 
en que flx) > 0 para todo x de [a, b]. De hecho, estas reglas 
son aplicables aun en los casos en que f(x) no es siempre positiva 
en [a, b]. Esto puede comprobarse mediante una nueva con- 
sideración de las áreas (teniendo cuidado con los signos) y mo- 
dificando ligeramente nuestras conclusiones. 


9.5 CONCLUSION 


En este texto hemos utilizado el enlace histórico del área y la in- 
tegración, para desarrollar la definición de integral definida co- 
mo el límite de una sucesión particular de sumas. Ya hemos visto 
algunas de las aplicaciones más amplias de la integral definida 
(a volúmenes de revolución y promedios, por ejemplo) y hemos 
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Definición 1 
* * 


9.5 


Conclusión 
* * 


encontrado fórmulas específicas para las integrales definidas de 
algunas funciones polinómicas sencillas. Si la función que se ha 
de integrar no es una función polinómica sencilla, entonces la 
integral definida (si existe) se puede evaluar mediante: 


(i) el uso de fórmulas más complicadas que deduciremos en la 
Unidad 13, Integración II, si éstas son apropiadas, 


10) . 

(ii) un valor aproximado que se puede hallar con ayuda de las 
poderosas herramientas introducidas en la última sección 
de este libro. 
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M 100 — UNIDADES DEL CURSO BASICO DE MATEMATICAS 


0-00 0nN-A 


Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites 1 
Computación l 

Integración I 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación Il 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística 1 
Lógica Il — Prueba 
Probabilidad y estadística II 
Relaciones 

Computación II 
Probabilidad y estadística II 
Algebra lineal 1 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales 1 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal IMI 

Números complejos 1 
Algebra lineal IV 

Números complejos II 
Grupos I 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos II 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 
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